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Allgemeines: 


© Rothe, Rudolf: Höhere Mathematik für Mathematiker, Physiker und Ingenieure. 
TI. 2. Integralrechnung. Unendliche Reihen. Vektorreehnung nebst Anwendungen. 
5., durchges. Aufl. (Teubners math. Leitf. Bd. 22.) Leipzig u. Berlin: Teubner 1942. 
VIII, 207 S. RM. 5.70. 


© Joos, G., und Th. Kaluza: Höhere Mathematik für den Praktiker. 3., verb. Aufl. 
Leipzig: Johann Ambrosius Barth 1942. XII, 373 S. u. 90 Abb. geb. RM 24.50. 

Die erste Auflage ist in dies. Zbl. 17, 347 angezeigt worden. Die zweite weist 
geringe Änderungen auf, die vorliegende dritte unterscheidet sich von der zweiten nur 
durch kleine Einschiebungen; beim größten Teil der Seiten hat sich nur die Seitenzahl 
geändert. L. Schrutka (Wien). 


«’Mengenlehre: 


Lubben, R. 6.: Separabilities of arbitrary orders and related properties. Bull. Amer. 
Math. Soc. 46, 313—919 (1940). 

W. Groß zeigte [S.-B. Akad. Wiss. Wien, II. A123, 801—819 (1914)], daß in 
metrischen Räumen folgende zwei Aussagen miteinander und mit anderen äquivalent 
sind: (1) jede Punktmenge ist separabel; (2) jede unabzählbare Punktmenge enthält 
einen Kondensationspunkt ihrer selbst. In einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 19, 32) 
bewies Verf. für Frechetsche H-Räume die Äquivalenz folgender zwei Aussagen: 
(3) jede unabzählbare Punktmenge enthält einen Häufungspunkt ihrer selbst; (4) jede 
unabzählbare Punktmenge enthält entweder einen Kondensationspunkt ihrer selbst 
oder ist separabel. Nun definiert Verf.: Ist & eine Kardinalzahl > 0, so heißt eine 


Punktmenge M stark «&-separabel, wenn ein N existiert, so daß 1. NODMDN gilt 
und 2. N entweder abzählbar ist oder eine Mächtigkeit <«& hat. Hat dabei M selbst 
die Mächtigkeit &, so heißt M halbseparabel. Ist M eine Punktmenge, P ein Punkt 
und « die kleinste aller Kardinalzahlen ß, für welche Umgebungen U von P existieren, 
für welche U-(M — P) die Mächtigkeit ß hat, so heißt P ein (Häufungs-) Punkt 
der Ordnung & von M. Hat der Punkt P von M eine Ordnung <«, so heißt P 
ein &-isolierter Punkt von M. Ist die Ordnung eines Punktes P von M gleich der 
Mächtigkeit von M, so heißt P vollkommen (complete). Eine Punktmenge M heißt 
fast vollkommen &-kompakt in sich (almost perfectly &-compact in itself), wenn gilt: 
sind & und ö Kardinalzahlen, N eine Teilmenge von M, x <und ö<< Mächtigkeit 
von N, so existiert in M ein Häufungspunkt von N mit einer Ordnung >0ö. M heißt 
fast vollkommen kompakt in sich, wenn für jedes N < M und jede transfinite Kardinal- 
zahl ö6 < Mächtigkeit von N die Menge M einen Häufungspunkt von N einer Ord- 
nung > Ö enthält; gilt dies für ö = Mächtigkeit von N, so heißt M vollkommen kom- 
pakt in sich. Verf. beweist u. a.: sei T ein Fr&chetscher Y-Raum, in dem die Operation 
der Ableitung von Punktmengen distributiv ist; dann sind u.a. äquivalent folgende 
Aussagen: (1) jede unabzählbare Menge enthält einen Häufungspunkt ihrer selbst; 
(2) jede Punktmenge enthält entweder einen Kondensationspunkt ihrer selbst oder sie 
ist separabel; (3) jede Punktmenge mit regulärer Mächtigkeit ist halbseparabel oder 
enthält einen vollkommenen Häufungspunkt ihrer selbst; (4) jede Punktmenge ist fast 
vollkommen kompakt in sich. Ist & eine reguläre Kardinalzahl >X,, so sind u.a. 
äquivalent: (1) jede Punktmenge der Mächtigkeit & enthält einen Häufungspunkt ihrer 
selbst; (2) jede Punktmenge ist entweder stark «&-separabel oder sie enthält einen 
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Häufungspunkt ihrer selbst mit einer Ordnung > &; (3) jede Punktmenge ist fast voll- 
kommen &-kompakt in sich. Nöbeling (Erlangen). 


Approximation und Reihendarstellung reeller Funktionen: 


Grünwald, G.: On the theory of interpolation. Acta math. 75, 219—245 (1943). 
am <a <... <a” Seien die beim n-ten Schritt benutzten Schaltstellen im 
Innern des Intervalls (—1, + 1). Zur Lagrangeschen Interpolation benötigt man dann 


die Polynome n 
o,(2) =II@— ©”), Wa) = ol), ()( — w'), 
i=1 


zur Hermiteschen Interpolation die weiteren Polynome 
m () =1— (PP) we), Fe) rel RP 
he (a) = (a — 2) [IE ()P- 
Ist dann /(z) eine in (—1, +1) stetige Funktion, so ist 


ZN = 1ER) e) 


das Lagrangesche Schaltpolynom, d.h. das einzige Polynom vom Grade <n — 1, 
das mit f(x) an den Stellen zf? (k=1...n) übereinstimmt, und 


AL here) + Zarup (a 


das Hermitesche Schaltpolynom, d. h. das einzige Polynom vom Grade <2n — 1, 
das mit f(x) an den Stellen z® (k=1...n) übereinstimmt und dessen Ableitung 
daselbst die vorgeschriebenen Werte df” annimmt. Während es zu jeder Schaltstellen- 
folge x{” stetige Funktionen f(x) derart gibt, daß die Folge Z„[/] in (— 1, +1) diver- 
giert, läßt sich nach Fejer bei sog. normalen Folgen x2£” die Konvergenz der 
Folge H„[/; d] wenigstens bei gleichmäßiger Beschränktheit der Zahlen |df?| beweisen. 
Dies veranlaßt Verf., hier die Konvergenzeigenschaften der Polynomfolgen L,„[f] und 
H„[f; d] für normale Schaltstellenfolgen allgemein zu untersuchen. — Die Folge x” 
(k=1...n;n=1,2...) heißt streng oder o-normal, wenn für allen und -1<r<+1 
gilt 1) YP(d)>E>0, einfach normal, wenn v®(x)>0 gilt. Die Wurzeln der zu 
den Parametern &, ß mit 0<a <4,0=<ß < } gehörigen Jacobischen Polynome sind 
beispielsweise o-normal mite =min (1 — 2, 1 — 2), die der Legendreschen Poly- 
nome sind einfach normal. Für o-normale Schaltstellenfolgen gilt die grundlegende 


n 
5 1: 
Abschätzung 2) Zi PT in |x2|<1. Ist nun f(z) in (-1, +1) stetig diffe- 


renzierbar und wählt man d{”=/‘(zf”), so gilt bei streng normalen Folgen gleichmäßig 
in |«|<1 „im H„[f; f]=f(&). Setzen wir aber f(x) nur als stetig voraus und wählen 
die dy gleichmäßig beschränkt: (3) |d£”| <A, so gilt ebenfalls in |x2|<1 gleich- 
mäßig (4) „im H„[f; d|=f(x), wenn die Schaltstellenfolge normal ist und in je1 


Bis: n 
gleichmäßig (5) „im zero =0 erfüllt ist. Diese unangenehme Zusatzvoraus- 


setzung (5) ist nun bei streng normalen Folgen von selbst erfüllt, während sie bei 
einfach normalen Folgen in |x|<1 — &, & > 0 beliebig, erfüllt ist, so daß also (4) bei 
streng bzw. einfach normalen Folgen gleichmäßig in || <1 bzw. |2|<1 - e gilt 
wenn nur (3) vorausgesetzt wird. Aber auch diese Bedingung kann unter Bei- 
behaltung des Ergebnisses wenigstens bei e-normalen Folgen durch die Voraussetzung 
(3) |d| < ne, e> 0 beliebig, abgeschwächt werden. — Für o-normale Schaltstellen- 
folgen gilt in || = 1 — 6, 6> 0 beliebig, die Abschätzung 
1-e 


2 LT, 
I |P(a)|<e-.n 2 2 
k=1 _ 


» 
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aus der sich in bekannter Schlußweise ableiten läßt, daß im Intervall || =1 — ö 
auch die Folge L„[/] gleichmäßig gegen f(x) strebt, falls f(x) nicht nur stetig ist, sondern 
einer Lipschitzbedingung mit dem Exponenten x > $(1 — E) genügt: 


I/(&,) = f(z,)| = Ce, er 22|*. 
In Verallgemeinerung der von Fejer bei den Nullstellenfolgen der Tschebyscheffschen 


und Jäcobischen Polynome gefundenen Ergebnisse beweist Verf. schließlich, daß für 
jedes einfach normale Schaltstellensystem in |x|<1 — &, &e> 0 beliebig, gleichmäßig 


N 

die Konvergenzbeziehung lim DZ (a)P=1 stattfindet. Eine Folge davon ist, daß 
n>0 =] 

für jede stetige Funktion f(x) bei o-normaler Schaltstellenfolge in |2|<1 — &, e> 0 


n 
beliebig, gleichmäßig gilt lim >) (=) {IP (z)P=f(x). (Vgl. auch Verf., dies. Zbl. 27, 
304.) re Harald Geppert (Berlin). 

Sz. Nagy, Bela: Approximation der Funktionen durch die arithmetischen Mittel 
ihrer Fourierschen Reihen. Mat, fiz. Lap. 49, 123—138 u. dtsch. Zusammenfassung 138 
(1942) [Ungarisch]. 

Es bezeichne 0° (x) das n-te (C, ö)-Mittel der Fourierreihe der nach 27 periodischen 
stetigen Funktion f(x) und sei eo = Max|/(x) — o®(x)|. Es wird bewiesen, daß 
die Beschränktheit der r-ten Ableitung (x) von f(x) die Beziehung 0! <o®<... 
zur Folge hat, und zwar ist 0 am größten, wenn /N(x)=1in (0,7) und =—lin 
(n, 27) ist. Damit gelingt eine genaue Bestimmung von _!” für alle positiven ganzen Ö. 
It r=1, also |f(z)|< M, so ergibt sich daraus die bestmögliche Verschärfung 
eines bekannten $. Bernsteinschen Satzes, demzufolge in diesem Fall go!) = o(Er 
gilt. — Bezeichne nun o!”(z) das n-te (C, ö)-Mittel der konjugierten Reihe, f(x) die 
zu f(x) konjugierte Funktion, ferner 0% = Maz| f(x) — 0° (x) |. Ref. hat die Größen- 
ordnung von 0. für alle positiven 6 unter der Bedingung, daß |/’(z)| < M ist, unter- 
sucht (dies. Zbl. 26, 310). Daran anknüpfend zeigt Verf., daß auch unter allen stetigen 
Funktionen f(x), deren konjugierte Funktion /(z) eine beschränkte r-te Ableitung hat, 
diejenige am ungünstigsten durch 0'® (x) approximiert wird, für welche /(z) auf Halb- 
perioden abwechselnd gleich +1 und —1 ist. Dies gilt für alle positiven ganzen 8, 
wenn r > list, im Falle r = 1 gelingt jedoch der Beweis nur für ganze ö>3. Wieder 
ist 0® <0®< ..., wenn r> 1, im Falle r=1 ist nur 0? < 0% < .-- gesichert. Eine 
genaue Abschätzung von 0) wird damit im Falle r> 1 für alle ganzen positiven 6, 
im Falle r =1 nur für ganze ö> 3 erreicht, wohl gelingt aber auch im letzteren Fall 
ein neuer Beweis, wenn auch keine Verbesserung der vom Ref. bewiesenen Ab- 


schätzung go < = @. Alexits (Budapest). 


Menehoft, D.: Sur la repr&sentation des fonctions mesurables par des söries trigono- 
mötriques. Rec. math. Moscou, N.s. 9, 667—691 (1941). 

Bekanntlich kann man zu jeder in (—rz, +r) meßbaren und summierbaren Funk- 
tion die Fouriersche Reihe konstruieren, die aber nicht notwendig fast überall gegen 
die Ausgangsfunktion konvergiert. Erst nach Anwendung besonderer Summations- 
verfahren, wie etwa des Cesäro-Verfahrens, läßt sich erreichen, daß diese Fouriersche 
Reihe fast überall die Ausgangsfunktion darstellt. In der allgemeinen Riemannschen 
Theorie der trigonometrischen Reihen beweist man, daß es unendlich viele trigono- 
metrische Reihen geben kann, die die gleiche Funktion darstellen. Dies folgt ins- 
besondere auch aus einer früheren Arbeit des Verf. [C. R. Acad. Sci., Paris 163, 433 
bis 436 (1916); vgl. auch L. Tonelli (Serie trigonometriche, Zanichelli 1928, S. 104)]. 
Man hat die Frage aufgeworfen, ob es möglich ist, für jede vorgegebene Funktion 
eine spezielle trigonometrische Reihe zu konstruieren, die fast überall gegen die Aus- 
gangsfunktion konvergiert. Diese Frage wird vom Verf. vollständig gelöst durch den 

4* 


52 
Beweis des folgenden Satzes: Zu jeder in (—rr, +7) meßbaren und fast überall end- 


lichen Funktion f(x) läßt sich eine trigonometrische Reihe D'(a„ cosnx + b, sinn?) 
n=1 


bestimmen, die fast überall innerhalb des genannten Intervalls gegen f(x) konvergiert. 
Die Problemstellung wird damit also nicht nur für die zugleich meßbaren und summier- 
baren, sondern für alle meßbaren Funktionen erledigt, wie dies der allgemeinen Theorie 
der trigonometrischen Reihen angemessen ist. L. Cesari (Pisa). 


Spezielle Funktionen : 

Buchholz, Herbert: Die konfluente hypergeometrische Funktion mit besonderer Be- 
rücksichtigung ihrer Bedeutung für die Integration der Wellengleichung in den Koordi- 
naten eines Rotationsparaboloides. Z. angew. Math. Mech. 23, 47—58 (1943). 

Die Arbeit bietet einen systematischen, zusammenfassenden Bericht über die 
Theorie der Whittakerschen Funktionen und ihre Verwendung zur Integration der 
Schwingungsgleichung beim Drehparaboloid. Geht man von Zylinderkoordinaten 0, 9, z 
durch die Formeln 0?—= 4& (€ — 2), = 4n(n + 2) zu rotationsparabolischen Koordi- 
naten &, 7, @ über, so kann man die Lösungen der Schwingungsgleichung AB +K?®—=0 
aus solchen der Form f,(&) fs(n) cospp, p = 0,1,2,... zusammensetzen. Setzt man 


u=+2ikE, v—=F2ikn, so genügen die Funktionen F,(w) = we 535) und 
F,(v) = vll2 h(F Si) der Whittakerschen Differentialgleichung 


deF a 
(1) 7a +| TG % Ei 42? = 
mit konstantem Parameter v, von der (2) M,,2j2(2)= 2! + l2e-2/2 F, (>? —v;1+9; ) 


und M,, _»j2(2) Teillösungen sind, die für ganze p> 0 allerdings linear abhängig sind 
und daher auch durch die Lösungen 


2) Wunde) = DZ) Mon + TOT lH) Mn) 


und W_,,»j72(— 2) ersetzt werden können, deren erste für p> 0 ganz, wie man durch 
Grenzübergang feststellt, eine in z= 0 logarithmisch singuläre Lösung darstellt, die 
dann zusammen mit M,,py2 (2) ein Fundamentalsystem von (1)liefert. Besonderen Wert 
legt Verf. auf die Umkehrung von (3): 


@ Moe) = Tp + DT 5 ver W_ nee) 


2 
1 rü rer 
+l(p ar rar EB »)e i( 2 W200), 
ee 5 ß 
die für — = < arc2< = gilt. Im weiteren stellt er die verschiedenen von Whittaker, 


Wats on, Erdelyi, Meijer, Buchholz. a. entwickelten Integraldarstellungen dieser 
Funktionen mit Beweis zusammen. Beispielsweise: 


2% 5 BD 
Me len) 2 al ae 
Be 
Mn =2Te+y rt Hr)atzer [I,(2ua) ur, R(&+4»)>-5 
0 
W,, 212 (2) = L DA —v)alßerinn 
+ooi 
Eee e. P+1\ nı_ 4 
x [rosa rorlet Tr Pet nn „German, 


larev|<n, Jarz| <a. 
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Da M,, 222) für v — u. —=n>0 ganz mit dem Laguerreschen Polynom L/P(z) bis 
p+1 


auf den Faktor I(n +1) I!(p+D)T"In+p+1)z 2 e-22 übereinstimmt, er- 
geben sich gleichzeitig Integraldarstellungen für diese Funktionen. Harald Geppert. 
Toscano, Letterio: Trasformata di Laplace di prodotti di funzioni di Bessel e poli- 
nomi di Laguerre. Relazione integrale su funzioni ipergeometriche piü generali della F4 
di Lauricella. Comment. Pontif. Acad. Sei. 5, 471—500 (1941). 
Die folgenden Integrale wurden berechnet: 


oo 


(ı) Tau) ... Ja, (22) de, 
(0) 

(2) [erregt tg (o 2)... I (2 Yma) de, 
0 

(3) fe Arge -ı7(* en, 22). .. 1,22) dz, 
0 

(4) jr ee na)... N ona)de, 
(0) 

(5) [err-3-12.2192) Lo, EaRr ne (v„a)de, 
ö 

(6) fe Dann ... Hm (Ina) de, 


0 


worin J, L, H Besselsche Funktionen, Laguerresche bzw. Hermitesche Polynome 
bedeuten. (1) führt auf eine von Th. Gheorghiu (dies. Zbl. 14, 404) untersuchte 
metasphärische Funktion von mehreren Variablen, für n = 2 speziell auf eine (ver- 
allgemeinerte) hypergeometrische Reihe ‚F,; (2) führt auf eine durch einen Grenzüber- 
gang gewonnene („konfluente‘“) hypergeometrische Funktion, entstanden aus der 
Funktion F, von Lauricella; (3) führt in dem Spezialfall n = 1 auf eine Reihe ;F\,, 
sonst auf kompliziertere unendliche Reihen; (4) führt auf die hypergeometrischen 
Funktionen F, von Lauricella, für (5) ergeben sich ähnliche Funktionen wie für (2); 
(6) führt wieder auf die Funktionen F,. Es wird ferner eine Verallgemeinerung der 
Funktion F, betrachtet, und es werden Relationen zwischen hypersphärischen Poly- 
nomen aus solchen für Hermitesche Polynome hergeleitet. WW. Magnus (Berlin). 


Kosehmieder, Lothar: Eine Entwieklung nach Produkten Gegenbauerscher Poly- 
nome. S.-B. Akad. Wiss. Wien IIa 151, 141—146 (1942). 

Es wird, ausgehend von einer Integraldarstellung der Gegenbauerschen Poly- 
nome (%#(z) die Formel bewiesen: 


n 
‚’ 2 R T(n+2«) T(r+l) &“ Na 
(W-+ W°—1)2 o;| ER |= AR UCHU) 8 >0, 
en (rw THU) u Tir+2o) 
wo die Koeffizienten Az, die von Of (2) in e en von 2” nach diesen Poly- 
nomen sind. Die sang 

%- m (2 ).= TI(2m +1) 


führt auf eine Entwicklung nach Legendreschen zugeordneten Funktionen, die T.G.Cow - 
ling abgeleitet hat (vgl. dies. Zbl. 25, 160). Volk (Würzburg). 


m 
(2—1) 2Pro%), s=m,m+Hl,... 
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Hadwiger, H.: Über eine Formel mit einem speziellen Sg Com- 


ment. math. helv. 15, 353—357 (1943). 
Veif. beweist zunächst für den Ban 2-1 .t — — die folgende Identität: 


(1) e) Fa) = 2"(n — N run [x = =) er 
v1 


Als Sonderfall ergibt sich die Identität 
A% rn 
Bar ern en 2-nerae F (g-n-1g202) ! 
die sich auch als solche zwischen den durch 
Lu(, a) = (-Dre2e (antee-n 
erklärten verallgemeinerten Laguerre-Polynomen schreiben läßt. Auch die früher 
[Jber. Deutsch. Math.-Vereinig. 47, 35—42 (1937); dies. Zbl. 16, 251] vom Verf. ge- 
fundenen Beziehungen zwischen Besselfunktionen halbzahliger Ordnung und Laguerre- 
polynomen ergeben sich als Sonderfall von (1). Für kleine z und 20 gilt bei ana- 
lytischen Funktionen die Entwicklung % 
ze dan 
F(ys® + 22) =D 5 (e 1) Fl), 

n=0 
die im Verein mit (1) zu neuen Darstellungen führt. Als Spezialfälle seien die Glei- 
auuean 


Se I a mV @=(l4+49tep- I FEE-1)), jEI<z 


n=0 


und DEE. "In+3(@)-&* = Yolaz(l +28)-Isinyli+ 2E2, |E]<o 
n=0 
rd) = Wolrzll + 28)-toosfi +2 jEI<H 
erwähnt. 20 Harald Geppert (Berlin). 


Goncalves, J. Vicente: Sur une formule de r&eurrenee. Portugaliae Math. 3, 215—233 
(1942). 

Verf. betrachtet die Folge der Differentialgleichungen 
(1) Eiy)= (aa +a2 + a)’ + ler +b)ytoay=V, (n=0,1,2...) 
in de m = —a,n(n — 1) — bun ist. Dann besitzt (1) für genügend großes n 
eine Lösung y= Polynom n-ten Grades, ohne daß Polynomlösungen geringeren 
Grades vorkommen. Diese Polynomlösungen y,„ genügen einer Rücklaufformel der 


Gestalt Yn+ı = (2 + &n)Yn + PnYn-ı, deren Vorzahlen «&,„, f„ bestimmt werden. 
Beispiele liefern die Laguerreschen und Hermiteschen Polynome. Harald Gern 


Stäblein, F., und R. Schläfer: Numerische Berechnung von y(z) = e”* J fer at. 
Z. angew. Math. Mech. 23, 59—61 (1943). 
Aus der Differentialgleichung y’+ 22y — 1 = 0 folgt die für kleine x EN 


& —1)” 
Entwicklung y = > IE (22?)”, während für größere x die durch 
v=0 


Teilintegration des Integrals folgende Entwicklung 


n oo 
(2»)! (2r +1)! 2 1 
—- e? a Re NER 
y DI zu gar nır+1° Denn Eins 
v‚=0 u=0 


“ 
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vorzuziehen ist, in der man das an sich beliebige n zweckmäßig nahe zu x? wählt, wo- 
durch der zweite Summand der rechten Seite zu >2"3z2-1e-2” abschätzbar wird. Mit 
diesen Mitteln wird y(z) für x = 0,0 bis 10,0 in Schritten von 0,1 auf 4 Dezimalen 
tabuliert. Harald Geppert (Berlin). 


Funktionentheorie: 


Bleiek, W. E.: Symmetrie relations between the eoeffieients of reversed power series. 
Philos. Mag., VII. s. 33, 637—638 (1942). 
Es sei 2=y+ c1y?+ c3y?+ --- die Umkehrung der Potenzreihe 
y=ı+ba?+bo? + ---. 
Die c,, ausgedrückt in den b„, hat C.E. van Orstrand [Philos. Mag., VI. s. 19, 366 
bis 376 (1910)] angegeben, und zwar fürv=1,2,... bis zu dem aus 76 Summanden be- 
stehenden Ausdruck für c,3. Verf. bringt die gegenseitige Beziehung der b, und c, in eine 
übersichtlichere Form durch Einführung der Größen =b,5-1ı+b3G_3+::+b;-ıC, 
(> 2). Seine Formeln, die die Symmetrie dieser Beziehung in Evidenz setzen, sind 
von der Form 5, +0, =0;b,+c,+ R,(a,..,.a,)=0(=2,...,12), wobei R, 
eine ganze rationale Funktion in den angegebenen Argumenten mit Gliedern vom 
Gewicht v und mit rationalen Koeffizienten ist (z.B, +, +3, +a3=0). Rız be- 
steht aus 21 Summanden. Für einige Koeffizienten der R, wird ein allgemeines Bil- 
dungsgesetz angegeben. Meyer-König (Stuttgart). 
Zevi, Maria: Sopra una proprietä di limite caratteristiea delle funzioni olomorfe. 
Acta Pontif. Acad. Sci. 5, 143—152 (1941). 
Pieone, Mauro: Osservazioni .alla nota di Maria Zevi. (Vol. 5, Nr. 16, di questi 
„Aeta“.) Acta Pontif. Acad. Sci. 5, 155—158 (1941). 
Die vorliegenden Arbeiten lösen ein von M. Picone schon früher aufgezeigtes 


Problem (dies. Zbl. 25, 154). — Es sei f(z) eine Funktion der komplexen Veränder- 


lichen z= x + iy, V (21, 29, - - -,2n+1) die Vandermondesche Determinante der Punkte 
21» 295 ++» Zn+ı. Es sei W(2,, 2, -. -, 2341; /) die durch Ersetzung der Reihe 
2,2%, -- -, 2441 durch die Reihe f(z,), (23), - - - (+1) aus V erhaltene Determinante 
und W (21, 235 - - -» 2n413 J) 


Bizaza Merz = 
(21; 2> + n+1) Vz, 2,2 Zur) 


Es sei A eine offene Menge der Ebene (z, y), n> 2 eine ganze Zahl, & eine primitive 
(n + 1)-te Einheitswurzel, t = r(z) eine beliebige Funktion von z, wobei |7(z)| =1, 
zE A. Setzt man & = r(@)e®"1,;=1,2,...,n +1, so sind für jedes z dien +1 
Punkte ,=z+00,,?=1,2,....n+1,0>0reell, die Scheitelpunkte eines regel- 
mäßigen Polygons mit Seitenzahl n und zals Mittelpunkt. In der ersten Arbeit wird u.a. 
folgender Satz bewiesen: Die Funktionenklasse f(z), z€ A, für die in jedem Punkt z 


von A der Limes lim F(z+ 081,24 063,...,24+ Qba4ı) 
0e> 


endlich ist, ist die Klasse der holomorphen Funktionen. Gegenstand der zweiten Arbeit 
ist der Beweis der Gültigkeit des obengenannten Satzes unter der weiteren Voraus- 
setzung, daß. die die geometrische Konfiguration der Punkte 2,25, . . .,23+1 charak- 
terisierenden komplexen Zahlen £,, £,, - --, &n+1 vollkommen beliebig gewählt werden, 
wenn nur eine Relation, für die auf die Arbeit verwiesen sei, nicht zutrifft. Es werden 
noch geometrische Anwendungen des Satzes und Schlußfolgerungen gegeben. 

L. Cesarı (Pisa). 

Dufresnoy, Jacques: Un eritere de famille normale. C. R. Acad. Sci., Paris 215, 
294—296 (1942). 

Das Hauptkriterium über Normalsein einer Funktionenschar (abc-Kriterium: 
drei Ausnahmewerte oder Werte genügend hoher Vielfachheit) gestattet ähnliche Er- 
weiterungen, wie sie vom Picardschen Satz zu den Ahlforsschen Scheibensätzen geführt 
haben. Verf. deutet hier eine noch etwas weitergehende Erweiterungsmöglichkeit an 
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und erörtert ihre Tragweite: g>3 fremde Scheiben D; der w-Kugel mögen von den 
Riemannschen Flächen, welche die Funktionen f(z) der Schar erzeugen, nur minde- 
stens u, blättrig überdeckt werden, mit DR _ ——) > 2; dabei sind noch gewisse 


Ur F 
Ausnahmen zulässig, derart, daß für D; in d, Fällen geringere Überdeckungen vor- 
kommen. Die Schar f(z) ist auch dann noch normal, wenn 


If min m <4 m (I) 2 


bleibt, für alle m größergleich dem zweitgrößten unter denjenigen 7, für welche 
d; = 0 ist. Ullrich (Gießen). 

Lelong, Pierre: Definition des fonetions plurisousharmoniques. C. R. Acad. Sci., 
Paris 215, 398—400 (1942). 

Die plurisubharmonischen Funktionen V(P) erfüllen als Verallgemeinerung von 
subharmonischen Funktionen in einem Bereich 0” von n komplexen Variabeln 
213223: 2m die folgenden Bedingungen: a) In jedem Punkt des Bereiches ist die 
Funktion reell, endlich oder —oo. b) Auf jeder analytischen Ebene ist sie subhar- 
monisch oder identisch —oo. — Verf. gibt einige Eigenschaften dieser Funktionsklasse. 
Insbesondere beweist er die Halbstetigkeit dieser Funktionen nach oben und die 
Ungleichung on 


2 
Va, 2,2) <(.)/: . [vie RE ner) 40, e d0n. 
TT oe 
Zee Sazxer (Zürich). 

Lelong, Pierre: Sur les suites de fonetions plurisousharmoniques. ©. R. Acad. Sci., 
Paris 215, 454—456 (1942). 

Verf. definiert die Funktionsklasse der fast-plurisubharmonischen Funktionen. Mit 
ihrer Hilfe kann er die Grenzfunktionen konvergenter Folgen plurisubharmonischer 
Funktionen vollkommen beschreiben und insbesondere beweisen, daß eine plurisub- 
harmonische Funktion diese Eigenschaft bei einer pseudokonformen Transformation 
behält. Saxer (Zürich). 

Bergman, Stefan, and D. (. Spencer: On distortion in pseudo-conformal mapping. 
Trans. Amer. Math. Soc. 51, 133—163 (1942). 

Verff. betrachten die Bilder ®,, die aus dem Dizylinder ®: |2,|<1, || <1 
durch Abbildungen mittels einer normierten Transformation 

v-noahtichla,2, WW 0,122 + 21 2%312(2,; 25) 

entstehen. Dabei soll f, regulär in D und |a,,.| = |a,ı| =! sein. Zu diesen Be- 
reichen ®, werden die in bezug auf (0, 0) größten sternartigen Teilbereiche B# gebildet. 
Schließlich werden einschränkende Voraussetzungen über die Vielblättrigkeit von ®, 
gemacht. Dabei wird ein Begriff der Hauptwertigkeit von B, eingeführt, der auf einer 
Mittelbildung über die Anzahl der einander überlagerten Punkte beruht. — So gelingt 
es Verff. den folgenden Satz von Golusin und D.C. Spencer aus der klassischen 
Funktionentheorie zu verallgemeinern: w(z) sei regulär im Einheitskreis, w(0) = 0, 
|w’(0)| =1, 8, das durch w(2) vom Einheitskreis entworfene Bild, B} der größte 
in B, liegende Sternbereich. Dann ist 


Jw1(83)]- JB] = 72; 
das Gleichheitszeichen steht nur, wenn w(z) = z; J[C] bedeutet den Inhalt von &. 
ß Behnke (Münster). 
Modulfunktionen. Fastperiodische Funktionen: 


® Bruijn, Nicolaas Govert de: Über Modulformen von mehreren Veränderlichen. 
Amsterdam: Diss. 1943. 63 8. [Holländisch]. 

Die Arbeit zerfällt in zwei Teile. In Teil I wird die Theorie der Operatoren T 
von E. Hecke (vgl. z.B. dies. Zbl. 24, 9) auf Modulformen mehrerer Veränderlichen 
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verallgemeinert. Dafür entwickelt Verf. zunächst eine (etwas allgemeinere) Theorie 
der Hilbertschen Modulgruppe. Unter & (bzw. ß, y, 6, 0, u, &,o usw.) werde der Vektor 
der m Konjugierten eines Elementes aus dem zugrunde gelegten, total reellen, alge- 
braischen Körper K vom Grad m verstanden; 7 sei der Vektor der m komplexen Ver- 
änderlichen, der im Gebiet w$r > 0 variiert, wo w ein Signaturvektor mit Kom- 


ponenten +1 ist. Eine Matrix M = L ) der Determinante o transformiert w$T> 0 


in wo$t> 0. M heißt vom Typus [h, £]),, wenn (0) =ht, a=y= 0), B=6= 0) 
gilt (9, E nicht notwendig ganz). Von Bedeutung sind die Matrizengruppen 7", (o=]1), 
I‘, (vom Typus [e, e]).) und I’ (0 = u?, N(n)*> 0). Wie üblich wird die Modul- 
form F(r) zu I’, von der Dimension — k (F(r) vom Typus (I',, — k)) erklärt (Ver- 
halten bei 7',, Kepularität und Eindeutigkeit in allen Gebieten w$r > 0, Existenz 
einer absolut konvergenten Fourierentwicklung von F(r)|M). Neben diesen Operator 
F(e)|M = N(yr + 6)"*F(Mr) 
tritt für Matrizen M aus ]', der Operator 
F(r)|M = N(e)*F(r)|M, 

der die Multiplikation von F(r) mit einem a x(M) von I',/I'«) bedeutet. Jede 
Form F(r) vom Typus (J',, —k) läßt sich daher schreiben als Summe über x von 
Formen vom Typus (I’',, —%k; x). — Jetzt kann die Verallgemeinerung der 7,„-Ope- 
ratoren erklärt und die Heckesche Theorie übertragen werden. n sei ein ganzes, einem 
Idealquadrat äquivalentes Ideal, n=(0)b-?; F(r) sei vom Typus (I',, —k; x). Dann sei 


z)|T(n, x) = N (n)®-!N (b)*x (I Fre T)|M;. 


Die rechte Seite ist unabhängig von der Wahl des a M,,-..,M, von 
T',/I'« und daher unabhängig von der Auswahl von o bei festem n; sie ist wieder 
eine Modulform vom Typus (I’,, —k; x), und zwei hintereinander angewandte Ope- 
ratoren sind vertauschbar. Die Operatoren werden benutzt zur Berechnung der ersten 
Fourierkoeffizienten von F(r)|M, und es gelten dem Fall m = 1 entsprechende Sätze 
über die Eigenfunktionen zu H (n, x). — In Teil II behandelt Verf. 2k-wertige Theta- 
reihen in m Veränderlichen im Anschluß an B. Schoeneberg (dies. Zbl. 20, 202). 
Die quadratische 
= mil (LER), la,;| =4A, 

%, j=1 
sei total definit, d.h. es gebe eine Signatur w = signQ), so daß wQ total positiv ist. 
Mit einem 3 nicht en ganzen Ideal b # O sei 


91, 0,0, b 228 e(47T9(& 8), el) = exp2nis(j). 
Die Thetareihe 9 heiße speziell, wenn b?dQ gerade ist (d.h. a,,€Eb?d 1, a,€2b-?d-1, 
d die Differente von K), und wenn die Summen Sale, Gel; ans 2 
liegen. M = 52d(A)R-! heißt die Stufe von 0,8 — (28, As = Ehe 6 A;, das 
Komplement von a,,. Für spezielle Thetareihen 9 wird nach Aufstellung der Um- 
setzungsformeln bei Ersetzung von r durch — =, t +» und vr die allgemeine Um- 


setzungsformel für (7, Q, 0, b)| M, M vom Typ [h, £]., hergeleitet. Für M=1, (ß, ö)=H, 
ÖEt ist die darin auftretende Funktion ®(ß,ö) eine Funktion H(f) von £ allein, 
und es gilt 
(2, 0,0, 5)|M = HON-*3(2,0,0,00), HE=(0 +0. 


Als notwendig für die Existenz einer quadratischen Form Q mit geradem b?dQ und 
der Stufe M =1 ergibt sich 2k = 0(8), und es gilt der Satz: In jedem total reellen 
Körper K gibt es eine quadratische Form Q in 8 Veränderlichen und ein Ideal b, so 
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daß 52dQ gerade ist und die Stufe 1 hat. — In einem Anhang wird hingewiesen auf 
die Möglichkeit, die Dimension % durch einen Dimensionsvektor % = (#1, . Km) ZU 


m 1 
ersetzen; dann muß N(a)* durch N(a*) und N(a)* durch N(a)*, & = ms (x) ersetzt 


und der Charakter y etwas abgeändert werden. Auch eine entsprechende Definition 
der ®-Reihe und ihre Transformationsformeln werden angegeben. E. Schulenberg. 


Gewöhnliche Difterentlalgleichungen : 

Lahaye, Edmond: Sur la resolution des &quations = 
par des it&rations intögrales et diff&rentielles convergentes. J. Math. pures appl., IX.s. 
22, 1-23 (1943). | 

L’A. cherche & resoudre les &quations envisagees par deux methodes, respective- 
ment analogues & celle desapproximations successiveset äcelledeCauchy-Lipschitz, 
mais qui convergent le long de lignes arbitrairement longues du plan de la variable 
complexe x. L’ensemble du travail est obscur & cause de l’application incorrecte que 
le n° 5 fait & l’&quation (17) de la methode des approximations successives: il est 
affırm& que les premiers membres de (19) et (21) tendent vers zero quand s — (0, 
|e—-&|<s; or ces premiers membres ne sont m&me pas bornes. C’est la theorie 
des bifurcations de E. Schmidt [Math. Ann. 63, 433—476; 64, 161—174 (1907); 65, 
370—8399 (1908)] qu’il aurait fallu appliquer & cette Equation (17). J. Leray. 

Glaser, Walter, und Ernst Lammel: Über die Differentialgleiehungen zweiter Ord- 
nung, welche lauter Lösungen besitzen, zwischen deren Nullstellen eine projektive Be- 
ziehung besteht. Mh. Math. Phys. 50, 289—297 (1943). 

Im Anschluß an eine Fragestellung aus der Elektronenoptik werden alle Diffe- 
rentialgleichungen der Bauart dy | 

; : at Fedy=0 
bestimmt, bei welchen zwischen zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen z, und z, einer 
jeden Lösung y(z) eine projektive Beziehung 
a2, + b f 
Ad mit c#0, ad— bce+0 
besteht. Es kann leicht c=1, d=a erreicht werden. Im „elliptischen‘“ Falle 
(b=—1?<.0) erhält man alle Funktionen F(z) in der Gestalt 
2 len, g ) ; 2er 
Fe) = (z - ») (1 +) mit 2=llgE, 

wobei g(£) eine beliebige zweimal stetig differenzierbare halbperiodische Funktion 
mit gE+a)=—g(E), I= —atga ist, welche in jedem Intervall E<E<&+tx« 
genau eine Nullstelle erster Ordnung hat. Entsprechende Sätze ergeben sich für den 
parabolischen (b = 0) und hyperbolischen Fall (b > 0). Collatz (Karlsruhe). 

Gongalves, J. Vicente: Sur la formule de Rodriguez. Portugaliae Math. 4, 52—64 
(1943). 

Verf. behandelt die Polynomlösungen der Differentialgleichung 
(1) Ay’+ By+ cy=0 
mit A = 0%°+a,%+a,, B=b,x + b,, a, b;, c konstant, unter der Annahme, daß 
die Gleichung E(£) = ag (E— 1) +b,& +c=0 die ganzzahlige positive Wurzel &=n 
habe. Vgl. dazu E. Kamke, Differentialgleichungen I (1942) (dies. Zbl. 26, 318) und 
die dort angegebene Literatur. Setzt man ® — 1 A!Bdx, so hat schon Rodriguez 
die Lösung an 
2) Y=Ae?. E (an-1c9, 
die ein Polynom vom Grade <n darstellt, angegeben. Hat E(£) eine zweite ganz- 
zahlig-positive Wurzel m <.n, so ist die mit m statt n zu (2) analog gebildete Funk- 


= R(z,2), (R rationnel en) 


w 
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tion Y* entweder mit Y identisch oder Y= 0. Dem entspricht es, daß die kenn- 
zeichnende Bedingung für die Existenz zweier Polynomlösungen von (1) das iden- 
tische Verschwinden von Y ist; diese beiden Lösungen werden dann berechnet. 
Harald Geppert (Berlin). 

Strutt, M. J. 0.: Grenzen der Eigenwerte bei Hillschen Problemen. 1. Eigenwerte 
mit kleinsten Moduln. Versl. Nederl. Akad. Wetensch. 52, Nr 2, 83—89 u. dtsch. Zu- 
sammenfassung 90 (1943) [Holländisch]. 

(Das in der deutschen Literatur in diesem Sinne nicht gebräuchliche Wort „Modul“ 
bedeutet hier den Absolutwert der Größe.) — Die Hillsche Differentialgleichung, die 
betrachtet wird, lautet: 


Lv] +w(A+yDl)=0 mit Liu])=°% + w(epk). 


Darin sind p(z) und ®(z) beschränkte reelle, periodische Funktionen mit der Periode £; 
sie sollen sich in konvergente Fourierreihen entwickeln lassen; A und y sind reelle 
Parameter. Die Lösungen dieser Differentialgleichung genügen nach dem Satz von 
Floquet den Randbedingungen 
v2 +{l)=ouß), we+Ll=ow(). 

Die Größe o, die von allen Parametern der Differentialgleichung, aber nicht von z 
abhängt, sei reell oder komplex mit dem Absolutwert Eins, |o| = 1. In der Bestim- 
mung eines der beiden Parameter A oder y (bei gegebenem zweiten) für bekannte 
Funktionen p(z) und ®(z) und einem bestimmten Wert von o besteht die Lösung 
des „Hillschen Eigenwertproblems“. — Die Existenz einer abzählbar unendlichen 
Anzahl reeller (diskreter) Eigenwerte folgt unter den gemachten Voraussetzungen aus 
der allgemeinen Theorie, auf die verwiesen wird. Das hier vorliegende Problem ist 
im allgemeinen nicht selbst-adjungiert (die Diff.-Gl. wohl, aber nicht die Randbedin- 
gungen). Es wird zu einem selbstadjungierten für o = +1. Zur Bestimmung der 
gesuchten Eigenwerte bzw. zur Bestimmung von Grenzen für sie geht der Verf. mit 
Hilfe der zu dem Problem gehörigen Greenschen Funktion zu der zugehörigen linearen 
homogenen Integralgleichung (zweiter Art) über. Es werden mehrere Funktionen @ 
angegeben (und damit auch mehrere Formen der Integralgleichung), je nachdem, ob A 
bekannt und y gesucht ist oder umgekehrt. Auch der Fall des Versagens dieser Green- 
schen Funktion wird berücksichtigt und dafür eine verallgemeinerte Greensche Funk- 
tion angegeben. Mit Hilfe der Neumannschen Reihe lassen sich nun unterste Grenzen 
für die Eigenwerte mit kleinstem absolutem Betrag ableiten. —Man kann diese Resul- 
tate durch eine einfache Überlegung auch dahin erweitern, daß man unterste Grenzen 
für den Abstand zwischen benachbarten Eigenwerten berechnet oder unterste Grenzen 
für den Abstand eines Punktes der A,y-Ebene von dem zunächst benachbarten 
Eigenwert. Die Grenzen werden für Sonderfälle, insbesondere für die Mathieusche 
Gleichung, numerisch berechnet. K. Klotter (Berlin). 

Strutt, M. J. 0.: Grenzen der Eigenwerte bei Hillschen Problemen. 2. Eigenwerte 
beliebiger Ordnung. Versl. Nederl. Akad. Wetensch. 52, Nr 3, 97—103 u. dtsch. Zu- 
sammenfassung 103 (1943) [Holländisch]. 

Zunächst wird dargestellt, wie bei selbstadjungierten Problemen der n-te positive 
und der n-te negative Eigenwert aus der Eigenschaft, das Maximum des Minimums 
eines bestimmten Ausdrucks zu sein, gewonnen werden. Das Hillsche Problem ist 
jedoch nicht selbstadjungiert. — Damit ist es nicht mehr möglich, die (n — 1) Neben- 
bedingungen zu erfüllen, die bei der Maximum-Minimum-Theorie gebraucht werden. 
Nur die Eigenwerte mit dem kleinsten Absolutwert, für die diese Bedingungen nicht 
notwendig sind, kann man auch hier durch ihre Maximum-Minimum-Eigenschaften 
festlegen. Damit eröffnet sich zur Bestimmung der höheren Eigenwerte der Weg, sie 
sukzessive als kleinste Eigenwerte eines neuen Problems festzulegen, also bei Kenntnis 
des kleinsten den nächstgrößeren usw. Es ist dann zur Bestimmung des n-ten Eigen- 
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wertes die Kenntnis der vorausgehenden (n — 1) kleineren nötig. — Danach wird dann 
ein Weg angegeben, wie man, genau wie bei den selbstadjungierten Problemen, auch 
beim Hillschen Problem den n-ten Eigenwert unabhängig von den vorangehenden 
kleineren bestimmen kann. — Die Folgerungen aus den Extremumseigenschaften 
werden in einer Tafel angegeben, die die Änderungen der Eigenwerte mit der Anderung 
des Extremalausdrucks und der der Normierungsbedingung zeigt. Numerische Anwen- 
dungen behandeln die Mathieusche Gleichung. K. Klotter (Berlin). 
Strutt, M. J. 0.: Eigenwertkurven bei Problemen von Hill. 1. Vers. Nederl. Akad. 
Wetensch. 52, 153—161 u. dtsch. Zusammenfassung 161 (1943) [Holländisch]. 
Bei dem Hillschen Eigenwertproblem 
d2 
a + paul) + TA + yDlalwle) = 0 
mit den Randbedingungen 
vw +d)=ou@), We+d)=onl), 


wobei p(z) und ®(z) reell, beschränkt (sie müssen sich in konvergente Fourierreihen 
entwickeln lassen) und periodisch mit der Periode ö, A und y reelle Parameter sind, 
o reell oder komplex mit dem Absolutwert 1 ist, liegen die zusammengehörigen Eigen- 
werte A und y auf analytischen Kurven in einer A,y-Ebene, und zwar gibt es (bei 
bekanntem p(z) und ®(z) für einen bestimmten vorgegebenen Wert o deren abzählbar 
unendlich viele, die diskret liegen. Es treten, außer für o = +1, nur einfache Eigen- 
werte auf (d.h. es geht durch einen Punkt der A, y-Ebene jeweils nur eine Kurve). 
Für o = +1 können höchstens zweifache Eigenwerte auftreten (d.h. es können höch- 
stens zwei Kurven durch einen Punkt gehen). Keine der Kurven hat mit sich selber 
Schnitt- oder Berührungspunkte. Zur Untersuchung des Kurvencharakters werden 


2 
Ausdrücke für rn und Ga für den Fall einfacher und % für den Fall zweifacher Eigen- 


werte abgeleitet. Daraus kann man über den Charakter der Kurven einiges folgern, 
z.B. daß für |o| = 1 der Parameter A eine ganze transzendente Funktion von y ist. 
Die bekannten Sätze von O. Haupt und deren weitere Verschärfung durch H. A. Kra- 
mers über die Lage der Eigenwertkurven zueinander, die von den genannten Autoren 
für konstantes y abgeleitet wurden, werden in der vorliegenden Arbeit sinngemäß auf 
veränderliches y erweitert. — Der Verlauf der Eigenwertkurven wird dann zunächst 
in der unmittelbaren Umgebung der A-Achse mit Hilfe der gewonnenen Formeln be- 
stimmt. Im Fall p = 0 findet man die von der „Struttschen Karte“ her bekannten 
Verhältnisse. — Aus den Maximum—Minimum-Eigenschaften der Eigenwerte (s. vorst. 
Referat) in Verbindung mit den Untersuchungen der vorliegenden Arbeit werden 
dann noch weiter Eigenschaften über den Verlauf der Eigenwertkurven in der A,y- 
Ebene abgeleitet. K. Klotter (Berlin-Charlottenburg). 

Fleekenstein, J. O.: Über eine verallgemeinerte Hillsche Determinante. Comment. 
math. helv. 15, 367—376 (1943). 

G. Lemaitre und O. Godart (dies. Zbl. 18, 156) haben statt der Hillschen Diffe- 


: - d? : BER 
rentialgleichung Ta +0(t)y = 0 mit O(t) als periodischer Funktion von t das Diffe- 
rentialsystem Mi n 
a + > 00 = 0 Ge) 
k=1 


studiert, in dem die 6,,,(t) periodische Funktionen von t mit der Periode 27 sind, für 


. ” . ge 2 an? 
die in der Entwicklung @,,,(t) = 0,1,me”** gilt D|0,,x,m| < +00 und die Funk- 


m=— m = —-oo 
tionen 0, ,,o = ® paarweise voneinander verschieden sind. Die Integrale des Systems 


2 ES . 
haben die Gestalt 9, = e'!dz, me”, und zwischen ihren charakteristischen Ex- 
m = —0oo 


w 
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ponenten » und den a 2,m bestehen die Gleichungen 


-#+n? +2 BI ı=09 (=1...nr=—0,..., +0). 


Dieses in den 2,,, a ne homogene Gleichungssystem besitzt eine nicht identisch 
verschwindende Lösung, wenn seine Determinante AM(») (verallgemeinerte Hillsche 
Determinante) verschwindet und daher sind die charakteristischen Exponenten » die 
im Falle n—=2 schon von E. Lamla (dies. Zbl. 19, 245) untersuchten Wurzeln der 
Gleichung AM(») = 0. Verf, zeigt, daß mit der Bezeichnung 


y(v) = sinn (0, — v) sinz(0; + v): sin? 6; 


100-(' +) I [wo: 
i=1 Bl 


in der die X, bezüglich » konstant sind. Grovannı Sansone (Firenze). 


Brainerd, John Grist: Stability of oseillations in systems obeying Mathieu’s equation. 
J. Franklin Inst. 233, 135—142 (1942). 

Verf. betrachtet eine Reihenschaltung einer Induktivität, eines Widerstandes und 
einer Kapazität. Letztere ändert sich mit der Zeit derart, daß nach einfacher Um- 
formung für die Ladung des Kondensators als Funktion der Zeit eine Mathieusche 
Differentialgleichung entsteht. Verf. erwähnt kurz, daß diese in einer Reihe von wei- 
teren technischen Aufgaben auftritt. Hierauf wendet er sich den bekannten Grund- 
tatsachen über die allgemeine Lösung dieser Differentialgleichung zu und folgert aus 
dem Floquetschen Satze einfache Gleichungen für zwei Hilfsgrößen, welche den stabilen 
oder labilen Charakter der auftretenden Lösungen bestimmen. Die Grenzen zwischen 
den stabilen und labilen Bereichen der Parameterebene werden durch jene Kurven 
gebildet, welche zu den periodischen Lösungen der Mathieuschen Gleichung gehören. 
Verf. gibt hierfür eine Kurventafel. Hierauf wendet er sich besonders den stabilen 
Bereichen dieser Parameterebene zu und zeigt, wie aus seinen Gleichungen numerisch 
der charakteristische Exponent in diesen Bereichen berechnet werden kann. Die be- 
treffenden Ergebnisse wurden mit einer Integrationsmaschine erzielt und werden in 
Kurvenbildern dargestellt. M. J.O. Strutt (Eindhoven). 


Patry, Jean: Sur la resolution des @quations differentielles lineaires ä 


die Identität gilt 


ä coeffieients 
pöriodiques. C. R. Soc. Physique Geneve (Suppl. aux Arch. Sci. Physiques etc. 24) 59, 
225—229 (1942). 
L’aut. precise quelques calculs contenus dans deux notes anterieures, en rectifiant 
certaines erreurs qui s’y @taient glissees (ce Zbl. 27, 220). Ch. Blanc (Lausanne). 
Titehmarsh, E. C.: On expansions in eigenfunetions. 5. Quart. J. Math., Oxford 


Ser. 12, 89-107 (1941). 

In Fortsetzung früherer Arbeiten (dies. Zbl. 24, 117, 118; 26, 322; 27, 63) ent- 
wickelt Verf. eine neue Methode, um zu den mit singulären Eigenwertproblemen zu- 
sammenhängenden Integraldarstellungen von Weyl zu gelangen: (1) L= nr ke q(x) 
mit stetigem q(z) und dem Grundintervall O< x < oo sei der betrachtete Operator; 
y(z) die darzustellende willkürliche Funktion, so daß y(z) und Ly(z) zur Klasse L?(0, 00) 
gehören und die Randbedingung (2) y(0) cosh + y’(0) sink = 0 erfüllt ist. f(x, w), 
g9(z, w) seien passende Lösungen der Gleichung (L- wW/=0,w=u+ ww [z. B. gilt 
für f: f(0) = sinh, f'(0) = —cosh und g(z, w) € L?(0, 00) für I(w) > 0], mittels derer 
die Greensche Funktion 

G(z, y,w) = g(2,w)f(yw für y=zz, =-f/&,u)glyw für yzz 


gebildet und (x, w) = — — a ® @(z, y, w)y(y)dy erklärt wird. Bezeichnet W(y, 9) 
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die Wronskische Determinante von y und 9, so führt Verf. zunächst die zusätzliche 
Voraussetzung für p(z) ein, daß W(g(z, w), y(z))> 0 für &—> oo bei beliebigem w. 
Auf Grund eines weiter unten anzugebenden funktionentheoretischen Darstellungs- 
satzes wird nun +00 Me 
. 2 
(3) Y(z) - [ap , )); pa. A) im 2 |Rı.@, w)du, 
oo A +0 0 
Y(a,u) = — — [PR A, 
un (x %) Y2r Aw 
Durch Umgestaltung von gY(x, A) resultiert daraus die Weylsche Darstellung 
+00 
(4) y(a) = ii f(x, wd&(u) mit &(u) von beschränkter Schwankung in (—oo, +00) 
oo oo 1 
und der Umkehrung (5) &(w) = /[y(yx(y; u)dy, x(y, A) =; u)dk(u) mit nicht- 
ö 


ö 
abnehmender Funktion k(u). Trennen sich die beiden positiven Zahlenpaare A, u, A’, u, 
so gilt die Orthogonalitätsrelation 


i {p(z, A) — Pla, A)}{p(z, u) — Pla, W)}de = 0. 


Ist nun y(z) eine beliebige Funktion der Klasse L?(0, oo), so beachtet man ihre Approxi- 
mierbarkeit im Mittel durch die oben betrachteten speziellen y(&) und gelangt zur 


Darstellung 
(6) y(2) = l.i.m.{p(z, A) — p(z, —A)}, 
wo 1 R 

ö 


und &(u) durch (5) erklärt ist. Die Parsevalformel erhält die Gestalt: 
oo +9 
1 (Eu) 
[pe@rdz = Fi du. 
ö 


Das Beispiel qg= 0 wird durchgerechnet. — Die Grundlage der Entwicklungssätze 
bildet — außer der Annäherung des unendlichen Grundgebietes durch endliche. Inter- 
valle — ein in einem Sonderfall schon von B. Lengyel (dies. Zbl. 22, 51) angegebener 
rein funktionentheoretischer Satz: f(w) = p(u, v) + ig(u,v) sei eine in der oberen 
Halbebene regulär-analytische Funktion von w=u-+- iv, die auf jeder Geraden v=konst. 
. . . . > 

beschränkt ist und ‚im „ax, \/(w)|=0 erfüllt; es sei weiter /\ p(u, v))du<= M 
inv>0. Dann gibt es eine in (— oo, +00) erklärte reelle Funktion von beschränkter 
Schwankung o(x), mittels derer die Darstellung gilt 


+00 
1 (de@) 


ni)z—- w 
00 


I(w) = (> 0); 


gleichzeitig ist für beliebige Werte von u], ug: 
@lus) — o(u) = lim plu, v)du. 
ir Harald Geppert (Berlin). 
Partielle Differentialgleichungen. Potentialtheorie: 


Ostrowski, Alexandre: Sur un thöordme fondamental de la th&orie des &quations 
lineaires aux deriv6es partielles. Comment. math. helv. 15, 217—221 (1942). 

A,(2,,.:..,%) und B,(z,,...,2,) seien für v=]1,...,n in einer Umgebung 
von Py(a,),...,Q,) stetig und mögen totale Differentiale im Punkt P, haben; 


“ 
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UX1,-..,%,) möge in einer Umgebung von P, stetige partielle Ableitungen erster 
Ordnung haben. Haben die Ausdrücke: 


n n 
A ou er ou 
Ku)= Ay: YW= IB 
v=l v=1 


im Punkt P, totale Differentiale, so ist an der Stelle P, 


D/IX(B,) — Y(A)15E = KH) — YXW). 


vol 


Ist insbesondere X(u) =0 und Y(w) =0, so erfüllt % also auch die Gleichung 


> [XB,) — Ylal5z 
v=1 
Diese letzte Tatsache ist zuerst von E. Schmidt (dies. Zbl. 21, 406) und danach von 
O. Perron (dies. Zbl. 24, 110) bewiesen. Verf. gibt für die angeführte Verallgemeinerung, 
also auch für den Satz von E. Schmidt, einen besonders einfachen Beweis.  Kamke. 
Auerbach, H.: Sur la parenthöse de Jacobi. Rec. math. Moscou, N. s. 9, 731—733 
(1941). 
Verf. gibt einen weiteren, sehr einfachen Beweis En Satzes, daß für ein gemein- 
n 


sames Integral von Datz, De En) au =0 und >, (Bass a =0 das 
v=1 v=1 

Klammersymbol verschwindet, wenn für die a, und b, die Existenz und Stetigkeit der 

partiellen Ableitungen lediglich 1. Ordnung vorausgesetzt wird. Vgl. dazu auch die 

(in der Note noch nicht zitierte) Arbeit von Perron (dies. Zbl. 24, 110). Haupt. 

Gillis, P.: Sur les formes differentielles altern&es. Bull. Soc. Roy. Sci. Liege 11, 
464—470 (1942). 

Kurze Übersicht der Resultate der Arbeit ‚Sur les formes differentielles et la 
formule de Stokes‘‘, die demriächst in den M&m. Acad. Roy. Belgique erscheinen wird. 
Im ersten Abschnitt sollen die Operationen aus der Theorie der alternierenden Diffe- 
rentialformen verallgemeinert werden in dem Sinne, daß Formen betrachtet werden, 
deren Koeffizienten nicht wie üblich analytisch oder wenigstens differenzierbar vor- 
ausgesetzt werden. Im zweiten Abschnitt sollen Formen betrachtet werden, die auf 
einer geschlossenen Mannigfaltigkeit definiert sind und deren Koeffizienten uniform 
und stetig sind. Im dritten Abschnitt sollen die Integralinvarianten dieser Formen 
behandelt werden, und es soll gezeigt werden, daß die Resultate von Th. Lepage 
(dies. Zbl. 27, 107) verallgemeinert werden können für Felder, die nicht bis zur zweiten, 
sondern nur bis zur ersten Ordnung uniform und stetig sind. Ein klares Bild des Er- 
reichten gibt diese zu kurze Übersicht nicht; es wird unbedingt nötig sein, die an- 
gekündigte Arbeit selbst zu lesen. Schouten (Epe/Holland). 

Lepage, Th.-H.-J.: Quelques remarques sur les formes altern&es int&grables. Bull. 
Soc. Roy. Sci. Liege 11, 510-518 (1942). 

Zwei q- Vektorfelder Wu, und wi. ‚ı heißen algebraisch äquivalent, wenn 
es eine lineare Transformation mit von den &* abhängigen Koeffizienten P}* gibt 
die w in w’ überführt. Sie heißen äquivalent, wenn es eine Koordinatentransfor- 


mation &* — &* (&*) gibt, so daß wa ö} NE 6,3 Wh, ist, anders gesagt, wenn 
4 
sie algebraisch äquivalent sind und sich die P;* außerdem so wählen lassen, daß 


OuPiy = 0 ist. C.M. Cramlet [Bull. Amer. Math. Soc. 44, 110—114 (1938); dies. 
zb. 18, 359] glaubt, bewiesen zu haben, daß U... und un. a äquivalent sind, wenn 


die Systeme W...., Op W. ...A) und W... A Öwuh... 2 Sleehraicch äquivalent sind. 
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Verf. gibt ein Gegenbeispiel: Die Felder 
a Ba IR 3 a) 1 4 
Win = (er eı + © e,) e7 und wau= (er e, + &% e,) (eu — ee 6.4) 
sind algebraisch äquivalent und ihre Rotationen verschwinden; sie können aber nicht 


äquivalent sein, da die Gleichungen ed &— (0 und (&; — & a — £&3 e,) d&* —= 0 ko- 
variant mit w bzw. w' verbunden und von verschiedener Klasse sind. Verf. nennt 
die w und w’ zugeordneten alternierenden Differentialformen „equivalentes“ bzw. 
„semblables‘“, wenn w und w’ algebraisch äquivalent bzw. äquivalent sind, während 
die Form w kartesisch heißt, wenn w äquivalent ist mit einem g-Vektor mit konstanten 
Bestimmungszahlen, und integrabel, wenn rot w verschwindet. Eine integrable Form 
braucht keineswegs kartesisch zu sein, wie aus dem Satze von Cramlet folgen würde. 
Dies ist nur richtig, wenn entweder g=1,2,n — 1 oder n ist oder wenn g dem Range 
gleich ist. — Im folgenden betrachtet Verf. eine bestimmte Form Q der Valenzn +1 


und vom Range r in den Variablen &,,.. ., &n> % P1> - - -» Pn, die in der Variations- 
rechnung auftritt, und ihre Ableitung d@. Er bestimmt die Anzahl der linearen Teiler 
und die Komitanten von d&. Schouten (Epe [Holland)). 


Schouten, J. A., und W. van der Kulk: Beiträge zur Theorie der Systeme Pfafischer 
Gleichungen. 7. Versl. Nederl. Akad. Wetensch. 52, Nr4, 138—144 u. engl. u. franz. 
Zusammenfassung 145 (1943) [Holländisch]. 

Das Haupttheorem wird bewiesen für den allgemeineren Fall des ®,_ „-Feldes 
von der Klasse K*. Es wird gezeigt, daß man die Lösungen von der Klasse K eines 
B,-m-Feldes auch erhalten kann, indem man zu den m Gleichungen des Feldes 
n — m Gleichungen hinzufügt, so daß ein System von n Gleichungen von der Klasse K 
entsteht, aus denen sich die w; berechnen lassen. Für = K=1 erhält man die 
zweite Jacobische Lösungsmethode für den nicht homogenen Fall. — Zu Teil 6 vgl. 
dies. Zbl. 27, 315. Autoreferat. 

Alaei, V.: Fonetions pseudo-homogenes et une nouvelle elasse d’&quations differen- 
tielles et aux dörivses partielles. Bull. sci. Ecole polytechn. Timisoara 11, 6—13 (1943). 

Verf. betrachtet die Differentialgleichung 
() ey = yl(ey) 
und die lineare partielle Differentialgleichung, deren assoziiertes System aus Differen- 
tialgleichungen der Form (1) besteht. — Die Bemerkung, daß für u(z) = z*y? die Diffe- 
rentialgleichung mit getrennten Variabeln zu’= buf(u) + au entsteht, macht schon 
L. E. Dickson (Differential equations from the group standpoint; Ann. of Math., 
Il. s. 25, 287—378 (1924), insbes. $. 324ff.) durch Verwendung der Theorie der kon- 
tinuierlichen Transformationsgruppen bei gewöhnlichen und partiellen Differential- 
gleichungen. D. Mangeron (Cernäufi). 

Lahaye, Edmond: Complöments & la note „Sur Yapplication de la möthode des 
approximations successives & la r&ösolution des @quations aux deriv6es partielles lineaires 
du seeond ordre“. Bull. Acad. Roy. Belg., V.s. 28, 826—844 (1942). 

Verf. gibt in seiner früheren Arbeit (dies. Zbl. 26, 225) eine Methode zur Integration 
der partiellen linearen Differentialgleichung 2. Ordnung an 


m mM m 
I 7 } 02 u ou 
(1) x H Sam + >ibpi +eu=0, Pi 5,02,’ een 
1 


welche die Lösung 


u= R,-F(9> +» Pm-1ı) + Ra Fa(9ı; - - -, Ym-ı) 
zuläßt [die Koeffizienten von (1) sowie R,, Rz, 9, ..., Ym-ı sind bestimmte Funk- 
tionen von &;; F,, F, sind willkürliche Funktionen von @; bezw. y,). Diese Integration 
führt er mit Hilfe der partiellen linearen Differentialgleichung 2. Ordnung durch 


P) 0 du au N 
(Agat + Ann) get + Bmga) = R 
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(A1s-- -, Bm, E sind Funktionen von z;), indem er ein System von diesen Gleichungen 
in %, Up, . . ., %, entwickelt und ohne Beweis behauptet, daß lim, ein Integral von (1) 
bildet. — In der jetzigen Arbeit führt Verf. den Beweis der Konvergenz dieser suk- 
zessiven Approximationen durch und beweist für analytische Koeffizienten auf Grund 
einer passend gewählten Majorante, daß lim, zu einer solchen Lösung u von (1) kon- 
vergiert, welche den Anfangsbedingungen von Cauchy genügt. Radl (Prag). 

@ Sauter, Fritz: Differentialgleiehungen der Physik. (Samml. Göschen. Bd. 1070.) 
Berlin: Walter de Gruyter & Co. 1942. 144 8. u. 16 Fig. geb. RM. 1.62. 

Wie Verf. in der Einleitung betont, sollen die vorliegenden Ausführungen weder 
eine allgemeine Theorie der gewöhnlichen oder partiellen Differentialgleichungen noch 
eine Ableitung der in der theoretischen Physik vorkommenden Differentialgleichungen 
geben, sondern es soll vielmehr nur die Brücke geschlagen werden von der reinen 
Theorie der Differentialgleichungen zu ihrer praktischen Anwendung in der Physik. 
Daher werden alle prinzipiellen Erörterungen über Existenz von Lösungen, über Lage 
und Häufigkeit von Eigenwerten u. dgl. weggelassen und nur solche Fragen behandelt, 
die für die praktische Integration von Differentialgleichungen von Bedeutung sind. 
Aus der Vielzahl der in der theoretischen Physik vorkommenden Differentialgleichungen 
muß naturgemäß eine Auswahl getroffen werden. Zur Behandlung kommen nur die 
„wichtigsten und typischen linearen Differentialgleichungen. Die nichtlinearen Glei- 
“ chungen bleiben außer Betracht. — Das Ziel der vorliegenden Darstellung besteht 
nicht nur darin, dem Leser die verschiedenen Integrationsmethoden im Prinzip ver- 
ständlich zu machen, sondern es sollihm darüber hinaus an der Vielzahl von Beispielen 
auch ein bestimmtes Maß von Rechentechnik vermittelt werden. — Im einzelnen 
werden behandelt: gewöhnliche Differentialgleichungen der Mechanik (z. B. die freie 
elastische Schwingung, gekoppelte Schwingungen, erzwungene Schwingungen usw.), 
partielle Differentialgleichungen der Wellenphysik für ein- und mehrdimensionale 
Probleme (z. B. die Differentialgleichung der homogenen Saite, die schwingende Saite 
bei vorgegebenem Anfangszustand, die unendlich lange Saite, die Eigenschwingungen 
einer kreisförmigen Membran usw.) und die inhomogenen Differentialgleichungen (die 
Potentialgleichung AB = —4no und A® — = a == 
gibt der Verf. eine Darstellung der Störungsrechnung zur näherungsweisen Lösung 
von Eigenwertproblemen. Die vorliegenden Ausführungen sind für Physiker, Ingenieure 
und Mathematiker in gleicher Weise wertvoll. Wegner (Heidelberg). 

Mersman, W. A.: Heat conduetion in an infinite composite solid. Bull. Amer. 
Math. Soc. 47, 956—964 (1941). 

Verf. betrachtet das folgende Differentialsystem 


—47ro). Im letzten Kapitel 


(1) eh >00; 2<0,v=1;52>0,7=2) 
mit den Rand- und Anfangsbedingungen 
im U(ls,)) =f(e); (2 =#0) 
@) ee ee eg A ee) 
2>0- 04 als x>0- 16x oh 2 dx 


und integriert es nach der Methode der Laplacetransformation. Weiterhin beweist er 
die Einzigkeit der Lösung des Systems (1) mit den Bedingungen (2) innerhalb einer 
20 207 @D 
DH’ dr’ de passenden 
Bedingungen im Endlichen und Unendlichen unterworfen sind. Luigi Amerio. 
Groot, $. R. de: Sur P’integration de quelques problömes aux limites regis par l’&qua- 
tion de Fourier dite „‚de la chaleur‘‘ au moyen de la methode des transformations fonction- 
nelles simultanses. Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc. 45, 643—649 (1942). 
Verf. behandelt die Gleichung der einstufigen Wärmeleitung mit den Mitteln der 
Funktionalrechnung. Das Besondere seines Vorgehens besteht darin, daß er zwei 


Klasse der Funktionen U(z, t), die mitsamt den Ableitungen 
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funktionale Abbildungen auf einmal ausführt, die Fouriersche % an der Ortsveränder- 
lichen x und die Laplacesche & an der Zeit. Dadurch entsteht eine von Ableitungen 
freie Gleichung, in der die Abbildungsparameter auftreten; die Randbedingungen gehen 
in ihr auf. Mit Hilfe von &-! und $-! kehrt Verf. zur gesuchten Funktion zurück. — 
Den Anfangszustand vorschreibend, unterzieht er diesem Verfahren folgende Leiter: 
1. den Stab mit gegebener Temperatur an seinen Enden. % ist dann die endliche 
Fouriersche Sinus-Verwandlung [Besprecher merkt an, daß diese Abbildung auch 
anderwärts vorkommt (siehe H. Knieß, dies. Zbl. 19, 23)]; 2. den einseitig un- 
begrenzten Leiter mit gegebener Temperatur an z=0. % ist die unendliche Fouriersche 
Sinus-Verwandlung; 3. den beiderseits unbegrenzten Leiter. % ist die allgemeine un- 
endliche Fouriersche Verwandlung. Koschmieder (Graz). 

Pleijel, Ake: Sur la distribution des valeurs propres de problemes r&gis par l’&quation 
Au-+ik(a&,y)u= 0. Ark. Mat. Astron. Fys. 29 B, Nr7, 1—8 (1943). 

Das asymptotische Gesetz der Eigenwerte des Problems 

P) 2 R 
ii ar +A-kla,y)u=0, (a) ult=0 bzw. (b) SEl=0 
für ein zweidimensionales Grundgebiet $ mit dem Rand R wurde unter der Bedingung 
(2) k(z,y)>0 in S+ R von H. Weyl und auf Grund der Maximum-Minimum- 
Eigenschaft der Eigenwerte von R. Courant bestimmt. In vorliegender Arbeit will 
sich Verf. von der Vorzeichenbeschränkung von k frei machen; dann gibt es positive 
und negative Eigenwerte, die etwa für (1%), nach wachsendem Absolutbetrag geordnet, 
mit A#, A7 (entsprechende Eigenfunktionen 9%, @5) bezeichnet seien; man kann nor- 
mieren ) k(z, y)(pF)?dxzdy= +1 und kann dann wieder die Bestimmung der 4,, 9; 
s 


auf ein Variationsproblem rekursiver oder nichtrekursiver Art zurückführen; z. B. ist A; 
das Minimum der oberen Grenze D’(v)...%_-ı) von — f. (gradu)®dxdy unter den 


2 5 
Nebenbedingungen [kurdzdy =—|1, [kuwudady =0, i=1,2...n —1 bei Ver- 
S 5 


änderung der Funktionen ®,...%-ı. Man findet daraus durch die Courantsche 
Schlußweise für die Eigenwerte von (1%) und (1°) das asymptotische Gesetz 


ir -|kdady-4ren, An -[kdady-4nn, 
s+ S- 


worin S* bzw. S” den Teil von S bedeuten, in dem k>0 bzw. k<0 ist. 
Harald Geppert (Berlin). 

Vasileseo, Florin: Sur quelques formes plus generales des eriteres de r&gularit& de 
MM. de La Vallee Poussin et Wiener. ©. R. Acad. Sci., Paris 215, 249—251 (1942). 

Wiedergabe von Ergebnissen des Verf., die in der nachstehend referierten Arbeit 
nochmals mit vollständigen Beweisen versehen angeführt werden. Tautz (Breslau). 

Vasilesco, Florin: Sur quelques eriteres generaux de rögularit& et de stabilite. Ann. 
Ecole norm., III. s. 59, 275—295 (1942). 

Nach de la Vall&ee Poussin (dies. Zbl. 19, 216; 20, 130) heißt der Punkt P 
der abgeschlossenen Punktmenge E regulär oder irregulär, je nachdem das Gleich- 
gewichtspotential W(P) von y,E (y, eine Kugel vom Radius og um P) für o—>0 den 
Wert 1 behält oder einen kleineren Limes besitzt, der dann sogar gleich Null sein muß. 
Sind weiter T, gewisse Ringmengen um P, die sich auf P zusammenziehen, und ist 


die Vereinigungsmenge der 7, gleich E — P, so ist die Divergenz der Summe > un (P) 


notwendig und hinreichend für die Regularität von P. w„(P) ist Gehe 
potential von T,„. Verf. zeigt, daß man mit gleicher Wirkung die Potentiale W und u, 
ersetzen kann durch Potentiale von Massen auf y,E bzw. T,„, die man durch Aus- 
fegung einer beliebigen festen Massenverteilung 4 auf die genannten Mengen erhält, 
wenn nur das Potential von a in der Umgebung von P beschränkt ist. Ähnlich läßt 
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sich auch das Reihenkriterium von Wiener und das Integralkriterium von Kellogg 
verallgemeinern. In ganz entsprechender Weise werden auch die Kriterien für die 
Stabilität eines Randpunktes einer abgeschlossenen Menge F verallgemeinert. Dabei 
benutzt Verf. eine Verallgemeinerung der Ausfegung, nämlich auf nicht notwendig 
abgeschlossene Mengen, welche die wesentlichen Eigenschaften der gewöhnlichen Aus- 
fegung (Erhaltung des Potentials) besitzt. Das Wesentliche an den Verallgemeinerungen 
ist, daß die in den bisherigen Kriterien benutzten Gleichgewichtsverteilungen durch 
allgemeinere Verteilungen ersetzt werden. Unter Benutzung dieses Prinzips gelingt 
es Verf., das Kriterium von de la Valle& Poussin noch dahin zu erweitern, daß statt 
der “, Potentiale v„, von Massen auf 7, benutzt werden, von denen nur verlangt 
wird, daß sie auf E gleichmäßig bezüglich n beschränkt sind und auf E eine positive 
untere Grenze haben. Tautz (Breslau). 


Vasileseo, Florin: Sur quelques eriteres nouveaux de stabilite. C. R. Acad. Sci., 
Paris 215, 296—297 (1942). 

Verf. hat in der vorhergehenden Note (s. vorsteh. Referat) die bekannten Kri- 
terien von de la Vallee Poussin, Wiener, Kellogg-Vasilesco über Regularität 
von Randpuukten abgeschlossener Mengen insofern allgemeiner gefaßt, als die Kapa- 
zität oder Gleichgewichtsverteilung durch allgemeinere, mittels Ausfegung erzeugte 

„’ Verteilungen ersetzt werden. Entsprechendes geschieht jetzt unter passender Verall- 
gemeinerung des Begriffs der Ausfegung bei nicht notwendig abgeschlossenen Mengen 
in bezug auf die Stabilität von Punkten abgeschlossener Mengen. Tautz (Breslau). 

Vasikeseo, Florin: Sur la notion de eapacit€ d’un ensemble born& queleonque. Bull. 
Sei. math. II. s. 67, 49—68 (1943). 

Verf. verallgemeinert seine Theorie der Kapazität [Sur quelques criteres... Ann. 
Ecole norm., II. s. 60, (1943)] für beliebige beschränkte Punktmengen E. Unter 
„Kapazität“ versteht er die obere Grenze positiver Ladungen auf E, deren Potential 


den Wert des gegebenen Potentials v, dasauf E beschränkt sein soll, nicht überschreitet. 
Die „Kapazitätsverteilung‘ und ihr Potential werden in Anlehnung an maßtheoretische 
Methoden mittels Approximation durch die Kapazitätsverteilungen auf abgeschlossenen, 
in E enthaltenen Punktmengen gewonnen. Verf. beweist die Existenz und Einzigkeit 
solcher Verteilungen. Ihre Potentiale stimmen in den regulären Punkten mit den 
Werten ihrer Majorante überein und machen das Gaußsche Integral zum Minimum. 
Tautz (Breslau). 

Hällström, Gunnar af: Eine hinreichende Bedingung der Irregularität eines Rand- 
punktes in bezug auf die Greensche Funktion in der Ebene. Acta Acad. Äboens. 14, 
Nr 8, 1—10 (1943). 

Es sei I’ eine beschränkte abgeschlossene Punktmenge der z-Ebene mit positiver 
Kapazität und @(z) die Greensche Funktion des durch J' bestimmten unendlichen 
Gebietes mit dem Polz = w. Bekanntlich [s. z. B. Ref., Acta math. 61, 39—79 (1933),; 
dies. Zbl. 7, 163] ist für jeden Punkt des transfiniten Kernes von J' lim@(z) = 
Wenn sogar lim@{z) = 0, heißt der betreffende Punkt von J' regulär, sonst irregulär. 
Für die irregulären Punkte, welche stets eine Menge der Kapazität Null bilden, wird 
in der vorliegenden Arbeit folgende hinreichende Bedingung bewiesen: Ist die Menge I’ 
in einer Folge von Kreisen mit den Radien A,,A,,..., A,,... und den Mittelpunkten 
in den Abständen v7, 73, - -, 75, ... von O enthalten, wobei A, <r, und m4ıı EM 
für jedes n gilt, so ist O ein on: Randpunkt von T', wenn 


Ba z In, — 


konvergiert. da Myrberg (Helsinki). 
Sehmidt, Kurt: Über die experimentelle Lösung ebener Potentialaufgaben durch 
elektrische Dipolfelder. Ing.-Arch. 14, 30—52 (1943) u. Hannover: Diss. 1943. 
Die Potential- und Stromlinienverteilung eines ebenen Potentialfeldes werden mit 


5* 
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Hilfe einer Brückenschaltung und einer Kompensationsmethode im elektrolytischen 
Trog ermittelt. Die Brauchbarkeit des entwickelten Verfahrens erläutert Verf. an 
einigen Anwendungsbeispielen. Im einzelnen werden behandelt: a) Parallelströmung 
um einen Kreiszylinder, b) Parallelströmung mit Zirkulation um einen Kreiszylinder, 
c) Strömung gegen eine senkrecht stehende Platte, d) Strömung gegen eine schräg 
stehende Platte. Um den Einfluß der Trogwände auszuschließen, wird bei den ersten 


beiden Problemen die Transformation = angewandt und bei den letzten beiden das 


Strömungsbild des Hodographen ermittelt. Dadurch erhält Verf. nur Strömungsfelder 
in einem abgeschlossenen Bereich. Die behandelten Strömungsfelder werden im wesent- 
lichen durch Dipolströmungen unter Beachtung der vorgeschriebenen Randbedingungen 
erzeugt, d.h. durch Strömungen, die durch eine Quelle und eine Senke mit. außer- 
ordentlich geringem Abstand und bestimmter Ergiebigkeit hervorgerufen werden. 
Wegner (Heidelberg). 

Sehröder, K.: Über die Ableitungen biharmonischer Funktionen am Rande. Math. Z. 
49, 110—147 (1943). 

Im Anschluß an seine Arbeit über Randwertaufgaben der biharmonischen Glei- 
chung AAU = (dies. Zbl. 27, 402) untersucht Verf., wie sich die Ableitungen n-ter 
Ordnung (n>2) der Lösungen dieser Randwertprobleme bei Annäherung an den 
Rand S des Gebietes R verhalten. — Es wird hauptsächlich folgendes vorausgesetzt: 
Voraussetzung A„ (n=2): In der Umgebung der Stelle, an die die Annäherung er- 
folgen soll, möge $ durch z=9(z, y) darstellbar sein. Dabei ist @ eindeutig und besitzt 
stetige Ableitungen n-ter Ordnung (kurz D"o) ; überdies gilt | D"p(gq) — D’otp)| <= Dt), 
unter p und g zwei Nachbarpunkte auf S, unter i die Projektion von pg auf die Tan- 
gentialebene an $S in p und unter D(t) eine niemals abnehmende, von p und der 


n 
Richtung von pq unabhängige Funktion verstanden, für die 1 Dit"!dt (O<n) kon- 
ö 


vergiert. Für n=2% muß i.a. D(t) = At* (A, A konstant, 0O<A< 1) angenommen 
werden. Voraussetzung B,„: Die betrachtete biharmonische Funktion U sei nebst ihren 
ersten Ableitungen DU in R-+ S stetig. Ferner sollen die Randwerte der drei Funk- 
tionen DU (kurz [DU],- 9, y)) eindeutig sein und stetige Ableitungen (na—1)-ter Ord- 
nung nach zund y besitzen; überdies sei | DP-![DU], =. —- D""![DU,- | = Did). 
— Es gilt nun im wesentlichen folgender Satz: Sind die Bedingungen A, und B, er- 
füllt und ist P ein Punkt von R, der auf der in » zu S gezogenen Normalen liegt, so 
konvergiert eine jede partielle Ableitung n-ter Ordnung von U (x, y,2) gegen einen 
bestimmten Grenzwert, wenn P längs der Normalen gegen p rückt. (Dies gilt übrigens 
auch, wie sich dann noch zeigt, bei Annäherung von P an p auf einem beliebigen 
Wege.) — Zum Beweise zieht Verf. eine Reihe von Sätzen heran, die Kellogg [Trans. 
Amer. Math. Soc. 83, 486-510 (1931); dies. Zbl.2, 27] bei den analogen potential- 
theoretischen Betrachtungen aufstellte, und gibt die entsprechenden biharmonischen 
Theoreme an; manche der Kelloggschen Beweise ließen sich bei dieser Gelegenheit 
vereinfachen und verbessern. Da u.a. bei diesen Betrachtungen die explizite Lösung 
Ä nf; e EU ; 
der biharmonischen Randwertaufgabe: „im, ‚uıP) =f(P,) im, a =g(P,) für die 
Kugel wesentlich gebraucht wird, so wird diese Formel (wie es scheint, zum ersten 


Male) in allen Einzelheiten bewiesen. — Spezialisiert man schließlich in den Voraus- 
setzungen A, und B„ (n=2) D(t) zu At#, so gilt für irgend zwei Punkte P und Qin 
beliebiger Nachbarschaft des Randes | DU (Q) — DrU(P)|< Br! (r— PQ, B konstant). 
‚ Maruhn (Berlin). 
Variationsrechnung: 
Faedo, Sandro: Proprietä asintotiche delle estremanti degli integrali a campo di 
integrazione illimitato. Ann. Scuola norm. super. Pisa, II.s. 11, 119-131 (1942). 
Verf. behandelt das bei Gelegenheit der theoretischen Grundlegung der Variations- 


a 
“ 
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methode vom Ref. (dies. Zbl. 24, 44; 26, 409) angeschnittene und von ihm schon früher 
bearbeitete (dies. Zbl. 25, 331; 27, 406) Problem der Existenz des Extremums von Inte- 
gralen, die sich auf ein unendliches Integrationsintervall beziehen: 


+00 
Io = (f(e; y(@), Y(«)) dx. 


Verf. hebt einen bemerkenswerten Unterschied der Integrale I. gegenüber den auf 
ein endliches Intervall bezüglichen Integralen hervor, der sich auf die Transversalitäts- 
bedingung bezieht. Betrachtet man nämlich die Klasse der in jedem endlichen Inter- 
vall (a, a + M) mit M > 0 totalstetigen Funktionen y(x), für die das Integral Io 
existiert und einen endlichen Wert hat und überdies y(a) = c ist, und gestattet das 
Integral /% innerhalb derselben ein Minimum, das von der Extremalen %7(x) an- 
genommen. wird, auf der die erste Variation ö/“ verschwindet, so kann man 
nicht ohne weiteres behaupten, daß im Unendlichen die Transversalitätsbeziehung 
lim fy (2, Y(2), Y'(2)) = 0 gelten müsse. Dies zeigt Verf. am folgenden Beispiel: 

Z aa yN)eyryı2y a0, .yO)=e. 

Das Minimum wird von der Extremalen 7(x2) = ce”* geliefert, auf der ö/o = 0 ist, 
aber es gilt, Iim_iy(e, y(z), y’(z)) =2. Es folgen noch weitere Betrachtungen, die 


sich auf das unterschiedliche Verhalten der Integrale I. gegenüber den auf ein end- 
liches Integrationsintervall erstreckten Integralen beziehen. S. Cinquini (Pavia). 


Faedo, Sandro: Sull’estremo assoluto degli integrali estesi a un eampo illimitato. 
Ann. Scuola norm. super. Pisa, II.s. 11, 223—234 (1942). 

In einer früheren Arbeit des Ref. (dies. Zbl. 24, 44) und einer folgenden Arbeit 
des Verf. (dies. Zbl. 25, 331) wurden mittels der Methode der Minimalfolgen Existenz- 
sätze für das Minimum des Integrals 


+00 

St@, yo), y(a))dz 

& 
abgeleitet, die unter der Annahme (*) fx, Y,y)=y(«) gelten, wobei die Existenz 
und Endlichkeit des uneigentlichen Integrals 


+00 
IKTORE; 


vorausgesetzt wird. — In der vorliegenden Arbeit behandelt Verf. den Fall, in dem 
f(z, y, y') ein ganzes rationales Polynom zweiten Grades in den Veränderlichen y, y" 
ist, dessen Koeffizienten stetige Funktionen von x sind, und ersetzt die Bedingung (*) 
durch andere passende Voraussetzungen. Das wichtigste Ergebnis ist der folgende 
Satz: In jedem endlichen Intervall (a, «+ M) mit M > 0 seien a(»), b(z), c(z), d(x) 
stetige Funktionen, e(x) sei totalstetig. Es existiere ein &> 0 derart, daß a(2)>e, 
b(2)>e, c(x)?<[a(x) — E)[b(z) — e].— e(x) sei beschränkt, und nach Wahl einer 
passenden Konstanten A seien die Funktionen [e(z) — A]?, d(x)?, (x) im Intervall 
(0, +oo) integrierbar. Dann besitzt das Integral 

+59 

I = [[a(a)y? + b(a)y? + 2e(a)yy + 2dla)y + 2ele)y + Plalda 

[7 
innerhalb der Klasse X(I..) der in jedem endlichen Intervall (a, @ + M) totalstetigen 
Funktionen y(x), für die das Integral I“ existiert und endlich ist und außerdem 
y(a) = b, gilt, ein Minimum. Der Beweis stützt sich auf die Betrachtung der Ex- 
tremalen und ein Vergleichskriterium, das an die Stelle der Ungleichung (*) tritt und 
die Existenz des Minimums von 7. behauptet, wenn die Existenz des Minimums für 


+0 
das Integral 1 g(z, y, y')dx feststeht, wobei die Funktionen / und g passenden Voraus- 
a 
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setzungen unterworfen sind und /(», y, y') = 9(#, 9 y') ist. Die erhaltenen Ergebnisse 
lassen sich auch auf Integrale I%, die sich auf Kurven des S,„ erstrecken und von 
Ableitungen höherer Ordnung abhängen, erweitern. S. Cinquini (Pavia). 


Integralgleichungen. Integraltransformationen: 


Giorgi, Giovanni: Formole per la derivazione a indice generalizzato. Atti Accad. 
Italia, Rend., VII. s. 3, 693—701 (1942). 

Verf. diskutiert verschiedene bekannte Formeln für die Differentiation und Inte- 
gration zu beliebigem Index ohne klar erkennbare Absicht. Im Hinblick, besonders 
auf physikalische Anwendungen wird der Index 3 eingehend behandelt und werden 


die Weyl-Liouvilleschen Formeln j 

431) = = or 
Yr yı T 

(nicht unerhebliche Druckfehler in Formel [12]), 

t 
d ı (VG) 
di Ya YET 
erläutert. Hier wird z. B. (durch eine Vertauschung eines gewissen Grenzübergangs 
mit der Operation A) das in grundsätzlicher Beziehung etwas bedenkliche Resultat 


dT 


adı — (0) gewonnen, das Verf. durch die Feststellung: ‚la derivata di ordine $ di una 
costante assoluta ® nulla‘“ ausdrücklich festhält. Die Möglichkeit derartiger Schlüsse 
hängt eng mit dem bekannten unlösbaren Dilemma zusammen, das sich jedem Versuch, 
die klassische Differentiation und die (bestimmte) Integration in einer kontinuierlichen 
Gruppe eindeutiger Operatoren unterzubringen, entgegenstellt. H. Hadwige:. 


Aprile, Giuseppe: Sull’introduzione delle „‚condizioni iniziali‘‘ nel caleolo operazionale 
dei sistemi fisiei retti da leggi lineari. Atti Accad. Ital., Rend., VII.s. 3, 243—246 
(1942). 

Kurze Auseinandersetzung mit zwei Methoden der praktischen Operatorenrech- 
nung. Verf. demonstriert an einem einfachen Schulbeispiel der Elektrotechnik, löst 
die Differentialgleichung einmal nach der Methode von Doetsch-Wagner (vgl. 
K. W. Wagner, dies. Zbl. 23, 395) und dann nach der Methode von Heaviside- 
Giorgi (vgl. G. Giorgi, Sul calcolo delle soluzioni funzionali originate da problemi 
di elettroedinamica [Atti Assoz. Elettr. Ital. 9, 651—699 (1905)]) und vertritt die Auf- 
fassung, daß vom physikalischen Standpunkt aus die zweite Methode der ersten vor- 
zuziehen sei. H. Hadwiger (Bern). 


Wuytack, F.: Verallgemeinerung des symbolischen Rechnens. 3. Wis- en Natuur- 
kundg Tijdschr. 11, 105—117 (1943) [Flämisch]. 

In Fortsetzung der früheren Noten (dies. Zbl. 25, 412; 26, 411) entwickelt Verf. 
in Analogie zur Laplacetransformation eine Verallgemeinerung des Operatorenkalküls 
durch symbolische Abbildung von Funktionenräumen, die ähnliche Dienste zur Lösung 
von Differential- und Integralgleichungen leistet (vgl. auch dies. Zbl. 27, 59). 

Harald Geppert (Berlin). 

Crum, M. M.: On the resultant of two funetions. Quart. J. Math., Oxford Ser. 12, 
108—111 (1941). 

L’aut. donne une demonstration basee sur le theoreme de Phragmen-Lindelöf, 
d’un theoreme de Titehmarsh [Proc. London Math. Soc., II. s. 25, 283—302 (1926)]: 


x 
Etant donnes f(x) et g(x) appartenant & L(0, c), si h(x) = (fy)g(« — y)dy est nul 
ö 
dans (0, c), f(x) est nul dans (0, a) et g(x) dans (0,b)oüna-+-b=c. Frederic Roger. 


“ 
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Funktionalanalysis. Abstrakte Räume: 


Smulian, V.L.: Sur la strueture de la sphere unitaire dans Pespace de Banach. 
Rec. math. Moscou, N.s. 9, 545—560 (1941). 
Teil 1. In einem Banachraum wird der Ausdruck 


5 | hxl| — | 
Dion; 2) = ‚im Brri-el (21<1) 
gebildet. Existiert der Limes gleichmäßig für alle x mit |z|<1 bzw. |x| =1, so 


heißt |x|| in x, stark bzw. schwach von rechts differenzierbar. — Es werden notwendige 

und hinreichende Bedingungen dafür abgeleitet in den Räumen Z(Q) aller auf einer 

Menge Q beschränkten Funktionen x(g) mit der Norm |x]| = sup|x(g)|. Diese 
q 


werden angewandt auf die Räume (m), (c), C(S) aller auf einem normalen Hausdorff- 
schen Raum stetigen und beschränkten Funktionen. Für (c) gilt z. B.: Notwendig 
und hinreichend für die starke Differenzierbarkeit von rechts von || in 2, = {EM 
ist, daß |&0| = |x,| von einem bestimmten n, ab ist, wenn lim |&| = |x,|| ist. Frühere 
n> 
Resultate des Verf. ordnen sich ein (vgl. dies. Zbl. 22, 149; 23, 326). Weitere Folge- 
rungen: Ein schwach vollständiger Raum E ist regulär, wenn ||| und |/]| überall stark 
differenzierbar ist. Ist in Z |/| überall stark differenzierbar, erreicht jedes lineare 
Funktional F(f) seine obere Grenze auf der Einheitskugel, so ist E regulär. — Teil 2. 
o(t) sei eine monotone Funktion von it, O<t=1, o(l) — o(0) =1. Die Menge aller 


1 
Funktionen x(t) mit d: |z (t)|\do(t) < oo bildet einen Banachraum L,. |z| ist in x, 
ö 


dann und nur dann schwach differenzierbar, wenn z,(t) fast überall bezüglich o(t) 
nicht Null ist. Stark differenzierbar ist ||| nur in solchen z,(t), die bezüglich o(t) einer 
Funktion mit nur endlich vielen von Null verschiedenen Werten äquivalent sind. Ist o(t) 
stetig, so ist ||z|| nirgends stark differenzierbar. Dafür, daß ein Z, unendlicher Di- 
mension äquivalent dem Raum /, ist, ist notwendig und hinreichend, daß die Menge 
der Punkte der Einheitskugel, in denen ||| stark differenzierbar ist, in ihr dicht ist. 
L,ist dann und nur dann äquivalent L,, wenn |z|| nirgends stark differenzierbar ist. — 


Teil 3 enthält den Satz: E sei ein beliebiger Banachraum, jedes FC E, Irl=1, 
kann in der Form F(f) =limf(z,), fE E, dargestellt werden, wobei |z,.|<1, 


Tu + 2,r 
2 


| —1 gilt und «& eine teilweise geordnete Menge durchläuft. Zu jedem 
| 


FEE,|F|=1, und jeder abzählbaren Folge f„ < E existiert eine Folge «,< E mit 


2 Bl 
2 


Fi) im’ /n(2,) mit|z,|<1 und lim —= 1. Daraus folgen Kriterien für 


‚>. 
die Regularität von E. — Teil 4 enthält als Anwendung Charakterisierungen von 
(e), (co), (m) als normierte Ringe mit gewissen Eigenschaften. So gilt für (ce): E sei 
ein normierter, unendlich dimensionaler, separabler, reeller Ring mit Einheit und 
|? = |]?. # ist dann und nur dann äquivalent (c), wenn in H ein maximales Ideal 7 
existiert mit der Eigenschaft: Ist |z|| in einem Punkt aus I schwach differenzierbar, 
so ist sie dort auch stark differenzierbar. @. Köthe (Gießen). 

Monna, A. F.: Über einen linearen P-adischen Raum. Versl. Nederl. Akad. We- 
tensch. 52, Nr 2, 74-81 u. dtsch. Zusammenfassung 81—82 (1943) [Holländisch]. 
P sei eine Primzahl, p eine reelle Zahl =1. 1% sei der Raum aller x = (z,, 23, ::-), 
x; eine P-adische Zahl, I |2;,]% konvergent; dabei ist |z,|r der P-adische Betrag 
D 1 


von &;. Durch || = (Zi? wird ein Betrag und damit eine Metrik in 1 ein- 
D 


geführt. 12 wird ein vollständiger linearer, separabler, metrischer Raum. Ein additiver 
Operator U (x), der 1 in sich abbildet, ist dann und nur dann linear, wenn |U (2)|< MP* 
ist, sobald |x| < P*. Ob das genaue Analogon zur Beschränktheitsbedingung für U (x) 
im Hilbertschen Raum gilt, ist unbekannt. Ein lineares Funktional in /!#’ hat die 
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Form D’C;x; mit {|C,|r,|C2]r, - - .} beschränkt für alle p=1 und (auch dies ist 
anders als im reellen Fall) umgekehrt erklärt jede solche beschränkte Folge {IO;\p} 
ein für alle x aus 12 konvergentes lineares Funktional. Die schwache Konvergenz wird 
eingeführt und die Vermutung ausgesprochen, daß sie mit der starken auch im Fallp>1 
übereinstimmt. @. Köthe (Gießen). 


Alexandroff, A. D.: Additive set-funetions in abstract spaces. 2. Rec. math. 
Moscou, N. s. 9, 563—621 (1941). 

This paper contains chapters 2 and 3 of a work planned to six chapters. For 
chapter 1, containing the fundamental definitions and a topological study of the notion 
of space considered by the author see this Zbl. 23, 397. — Chapter 2 contains a proof 
of the following generalisation of a well-known theorem of F. Riesz: In a normal 
space R for every (bounded) linear functional Z(f) ofthe continuous bounded functions 
on this space there exists one and only one charge u(E) such that L(})= 1. fx) u(dE). 

R 


By a charge there is meant an additive bounded set-function defined on the corpus 
of sets generated by all closed sets and regular in the sense that for every Eande>0 
there is an open set @ containing E and such that |u(E) — u(@)| <e. The proof 
is a modification of the proof given by A. Markoff for a similar theorem (A. Markoff, 
this Zbl. 20, 108). — Chapter 3 deals with totally additive charges and real 
charges. A charge is called real if the exact lower bound of the values of its variation 
for sets of an arbitrary vanishing direction is equal to zero, a vanishing direction 
meaning an aggregate of non-void closed sets {F} having a void intersection and such 
that for every two sets of {F} there exists in {F} a set contained in them. A real 
charge is always totally additive. — Among others the following theorems are 
proved: 1) In a normal space every charge is totally additive if and only if it 
is compact (1. e. when every enumerable covering by open sets contains a 
finite covering). 2) In a completely normal space the charge corresponding to a 
given linear functional is totally additive if and only if from /„(z2) f(x) and 
Im(z)| <N (for all n) follows that L(},)— L(f). 3) I£ R is homeomorphic to a Borel 
set of a certain compact completely normal space, then every totally additive charge 
in R is concentrated on the sum of an enumerable number of compact sets, i. e. for 
every set having no common points with this sum the charge is equal to zero. (This is 
the case for instance if R is a metrical complete separable space.) 4) If the space R 
is asin 3), then every charge in it may be uniquely represented as a sum of a totally 
additive charge and a charge equal to zero for every compact set. — If one strengthens. 
the condition of total additivity to that of reality, then these theorems subsiste even 
if one replaces compactness by bicompactness (requiring that every covering by open 
sets contains a finite covering) and convergence in the usual sense by that in the 
sense of Moore and Smith. Bela de Sz. Nagy (Szeged). 

Julia, Gaston: Die Funktionentheorie und die Theorie.der Operatoren im Hilbertschen 
Raum. Abh. preuß. Akad. Wiss., Math.-naturwiss. Kl. 1943, 1—15 (Nr 11). 

Verf. hatte sich die Aufgabe gesetzt, die Existenzbereiche der nichtbeschränkten 
linearen Operatoren des Hilbertschen Raumes zu kennzeichnen und die Operatoren 
in ihrem ganzen Existenzbereich durch einfache analytische Hilfsmittel darzustellen, 
immer dann, wenn die Darstellung durch Matrizes versagt. Seine diesbezüglichen 
Einzelergebnisse hat er in einer Reihe von Noten in den Comptes Rendus und in 
J. Math. pures appl. veröffentlicht (vgl. dies. Zbl. 25, 65, 187, 341, 413; 26, 130, 233, 
27, 321 und folgendes Referat). Hier wird über diese Ergebnisse berichtet und auf 
gewisse Analogien zur Funktionentheorie hingewiesen. — In der Reihenentwicklung 


(1) Au => (u, ex) fr (k = Ag), 


wo A ein abgeschlossener Operator mit dem dichten Definitionsbereich D,, {ey} ein 
vollständiges orthonormales System in D,, und wein solches Element aus D, ist, 
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für welches diese Reihe konvergiert, erblickt Verf. das Analogon der Potenzreihen- 
entwicklung einer analytischen Funktion. Die Menge d, dieser Elemente u entspricht 
dem Konvergenzkreis; es ist d,<D,, aber im allgemeinen d, + D,; d, enthält 
insbesondere die Menge M der endlichen Linearkombinationen der e;, diese Menge M 
spielt die Rolle des Inneren des Konvergenzkreises. Für beschränkte Operatoren A, 
und nur für diese, fällt d mit dem ganzen Raum zusammen; diese Operatoren spielen 
also in dieser Hinsicht die gleiche Rolle wie die ganzen Funktionen in der Funktionen- 
theorie. Ist d} = D,, so kann man nach dem Muster der analytischen Fortsetzung 
verfahren, indem man ein vollständiges orthonormales System in M (d.h. im Inneren 
von d,4) wählt und den entsprechenden Bereich d/,, der gegebenenfalls über d, hinaus- 
reicht, betrachtet. Ist das Orthogonalsystem {e,} passend gewählt und werden die 
Glieder der Summe in der rechten Seite von (1) geeignet gruppiert, so kann man 
erreichen, daß (1) für jedes vE D, gilt; dies entspricht der sog. Überkonvergenz von 
Potenzreihen. — Für nichtabgeschlossene A gilt die Darstellung (1) im allgemeinen 
nur für vE M; will man ihre Gültigkeit für ganz d, bewahren, so muß man auf die 
Eindeutigkeit des Operators A verzichten. Diese Operatoren spielen also die Rolle der 
mehrdeutigen Funktionen, während die abgeschlossenen Operatoren die Rolle der ein- 
deutigen Funktionen gespielt haben. Es wird das Problem aufgeworfen, diese mehr- 
deutigen Operatoren zu „uniformisieren‘“. Bela von Sz. Nagy (Szeged). 

Julia, Gaston: Reprösentation parametrique born&e des op6rateurs lineaires non 
bornes de l’espace hilbertien. C. R. Acad. Sci., Paris 214, 709—710 (1942). 

Soit A une transformation lineaire fermöe dans l’espace 9 de Hilbert, dont le 
domaine de definition est partout dense dans 9. Il est bien connu que A peut ötre 
decomposee en produit UH d’une transformation auto-adjointe H et d’une transfor- 
mation „partiellement isometrique“ U. Soit «a un nombre complexe (ou, plus gene- 
ralement un nombre appartenant & l’ensemble resolvant de 7), alors 4 — al (I etant 
la transformation identique) admet une inverse bornee K et on aH =K-!-+al, donc 
A=UH=(U+aUkK)K-!=K,K-! Par consequent, la transformation y = Ax 
admet la representation „parametrique“ «= Kz, y = K;z, a l’aide des deux trans- 
formations X et K,, partout definies dans $ et bornöes. Bela de 82. Nagy. 

Sanvisens, Franeiseo: Über die analytischen n-linearen Funktionale. Rev. mat. 
hisp.-amer., IV. s. 3, 129—136 (1943) [Spanisch]. 

Es werden die im Sinne von Fantappie analytischen Funktionale betrachtet, 
die von n Funktionen abhängen und bezüglich jeder derselben linear sind. Kürzlich 
hat Fantappi£ (dies. Zbl. 26, 234), indem er sich auf die homöomorphe Abbildung 
der analytischen Funktionalräume stützte, bewiesen, daß die Untersuchung der ge- 
nannten Funktionale auf diejenige von Funktionalen zurückgeführt werden kann, die 
von einer einzigen Funktion einer passenden Zahl von Veränderlichen abhängen. In 
vorliegender Arbeit unterwirft Verf. in Fortführung eines Gedankens, den Fantappie 
[Mem. Accad. Ital. 1, Mat. Nr. 2, 35 8. (1930)]nur für den Falln = ' entwickelt hatte, 
die Frage nach den genannten Funktionalen bei beliebigem n einer direkten Unter- 
suchung. S. Cinguimi (Pavia). 

Galbura, Giorgio: Sopra una certa equazione funzionale. Acta Pontif. Acad. Sci. 
5, 7—14 (1941). 

Verf. beweist, daß die Funktionalgleichung 
1) y@+y) — Pla) — ply) = Ile, y) 
bei gegebenem /(z, y) und gesuchtem@(z) dann und nur dann eine zweimal diff srenzier- 
bare Lösung (x) besitzt, wenn f(z, y) symmetrisch zur Geraden 2 = y, konstant 


(= a) auf den Koordinatenachsen ist und EFT Pig y(z + y) eine Funktion von + % 
ist. Dann ist nämlich 4 


xt 
(2) $(z) =/[vwWdudt —aq 
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eine Lösung von (1). Die allgemeinste Lösung der gesuchten Art erhält man durch 
Hinzufügung einer Lösung der homogenen Gleichung (1) (mit {= 0). Severi [Mem. 
R. Accad. Torino 1902, Nr 52) hat für ganze x als Lösung von (1) den Ausdruck 


s—1 
p(2) = p(l)z +2, z—i) 


angegeben; Verf. zeigt, wie er sich in seine Lösung (2) einfügt. — Läßt man die Diffe- 

renzierbarkeitsvoraussetzung von @(z) fallen, so genügt auch f(x, y) geringeren Ein- 

schränkungen. Eine notwendige Bedingung lautet: ; 

3) ta) +M- = + -Y)-lery ey) 

ist überdies f symmetrisch zum Nullpunkt: f(z, y) = f(-2, — y), so ist (3) auch 
a 


hinreichend für die Lösbarkeit von (1), indem p(x) = Tr 3 f(x, —x) eine Lösung ist. 
Vgl. auch die folgende Besprechung. Harald Geppert (Berlin). 

Anghelutza, Th.: Sur une &quation fonetionnelle. Bull. sci. Ecole polytechn. Timi- 
soara 11, 42—44 (1943). 

Damit die Funktionalgleichung (1) 9(z + Y) — p(x) — p(y) = (x, y) bei ge- 
gebenem f(x, y) eine stetige Lösung @(z, 4) besitze, muß f(x, y) = f(y, x) sein und eine 
Zerlegungsmöglichkeit gelten: 

2) Aethy+h)-Matrhy)—-Mmy+h)=Ble+y)+yla)+Yply) 

und fx +h y+k)—- MHz +hy) — Hz, y-+k) + f(z,y) eine reine Funktion von 
x + y sein. (2) bedeutet gegenüber (1) nur dann einen Vorteil, wenn die linke Seite 
einfacher ist als /(x, y). Ist (1) lösbar, so gewinnt man die Lösung nach der Methode 


von Cauchy an den rationalen Stellen x an (m, n ganz, >0), zu: 


Rn 
m N 
m 1 
=) + 11Sa P-2-Dil®,0e-) a) 
u=2 v=2 
Harald Geppert (Berlin). 

Ghermaneseu, Michel: Sur une &quation fonetionnelle. Bull. sci. Ecole polytechn. 
Timigoara 11, 30—34 (1943). 

Die allgemeinste stetige Lösung ®(x, y,z,t) der Funktionalgleichung 
(1) D(z, y, 2,1) = D(a,t,2, y) — Dly,t,2,2), 
die im Paar x, y schiefsymmetrisch, im Paar z, t aber symmetrisch ist, hat die Form 
2) Pia, y2z1) = Ala, y,2,t) — A(y,2,t,0) + Alz,t,2,y) — Alt, &, y, 2) 

+ 4(8, y,t,2) — Alyt,2,2)+ Altl,2,%, y), Ale, 9,0), 
worin A(z, y,2,t) beliebig, stetig und im Paar y,i symmetrisch ist. Als Anwendung 
wird die in z, t schiefsymmetrische Lösung C(z, y,2,t) der Funktionalgleichungen 

Ca, 92,1) = 0a, 2, 9) + Ola, t, 2, y); 
Ca, t, 2, y)C(y, t, x, 2) = C(a, 2, y, t)C(y, 2, t, x) 
bestimmt; sie ist auch in x, y schiefsymmetrisch. Harald Geppert (Berlin). 
Gihermäneseu, Miehel: Sur une elasse d’&quations fonetionnelles du premier ordre. 
Acta math. 75, 191—218 (1943). 

Ausgehend von den bei Differentialgleichungen 1. Ordnung geltenden Erfahrungen 
stellt sich Verf. die Aufgabe, die Funktionalgleichung (1) F(0(2)) = p(z, F(z)) bei ge- 
gebenem 0(2) und unbekanntem F(z) unter der Voraussetzung zu untersuchen, daß 
zwischen je drei völlig beliebigen Lösungen F;(z2), ©=1,2,3 eine einzige Relation 
der Gestalt (2) Ö(F,, F,, F,) = u(2) gilt, in der u(2) eine (natürlich von der Wahl 
der F, abhängige) soß. iterative Konstante bezeichnet, d.h. eine Funktion, für die 
u(0(2)) = u(2) gilt. Alle vorkommenden Funktionen werden als stetig vorausgesetzt. 
® muß dann eine Lösung der beiden Funktionalgleichungen (3) ©(x, y,)D(e,2,y)=]1; 
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D(z,y,2)+®(z, y, 2)=1 sein, aus denen ®(z,2,2)= +1 folgt. Diesen beiden Fällen 
entsprechen zwei verschiedene Lösungen von (3), nämlich, falls ®(x, 2,2) = +1, 
(4) D(z, Y; 2) er {B(x, Y; 2) = B(y, 2, a)YXB(x, Y%, z) Ei Biz, T, Yy)} 
mit willkürlicher, stetiger, in y,2 symmetrischer Funktion B(x, y,2), und, falls 
®(z, 2,2) = —lI, 
(5) D(z, 9,2) = {Ala, y, 2) — Al 2, WAY, 2, 2) — Az, , y)} 
mit willkürlicher, stetiger, in x,2 schiefsymmetrischer Funktion A(x, 9,2). Daraus 
folgt, daß die Beziehung (2) notwendig die Gestalt 
(6) U(F,) — U(R,) = u(U(F,)— U(F,)) 
mit bekannter stetiger Funktion U hat, so daß die Transformation U(F)=f (1) not- 
wendig in die lineare Form (7) f(0(2)) = A(z)f(z) + B(z) überführt. — In analoger 
Weise fragt nun Verf. nach denjenigen Funktionalgleichungen (1), bei denen zwischen 
je vier beliebigen Lösungen F;(z), ©=1,...,4, eine einzige Relation der Gestalt 
(8) D(F,,..., Fa) = u(z) = iterativer Konstante gilt. ® genügt dann den zu (3) ana- 
logen Funktionalgleichungen 
(9) (2, 4,2.) + Pa, y)=1l Da, y2,1)- Bat, yJ)=1; 
Ö(z,y,23,1)-®(y,z,t,2)=]1, 
woraus wieder die beiden Fälle ® (x, t,z2,t) = +1 folgen. Gilt das obere Zeichen, so 
ist die Lösung 
(10) ©(z, Y%, 2, t) BB {B(z, Y, 2, t) zu B(z, Y, L, z)1{B(x, t, 2, Y) 7.3 B(z, t, Y, 2)} 
mit willkürlicher, stetiger, in den Paaren x, zund %, tsymmetrischer Funktion B(x, y, 2, t), 
die überdies den Relationen 
B(z, y,2,.0= Biy,2,%2 = Bis t,2,y)= Bit, z,y,2) 
zu genügen hat, während im Falle des unteren Zeichens die allgemeine Lösung aus (10) 
in der Form {®(z, y,z,t) — 242®(x, y, z,t) — 1} zusammenzusetzen ist. B hat not- 
wendig die Gestalt 
B(x, Y, 2, t) — U(z, Y, 2, t) + U(y, 2, t, x) nn U(z, t,z, Y) + Ukt, T, %, z) 

mit beliebigem, stetigem, in z,2 und y,t symmetrischem U(z, y,z,t). Daraus folgt, 
daß die Relation (8) die Gestalt 

VIERTE TED VIE S VEN) 

‚sry - Ver) VRR) VE) 
haben muß, also (1) durch die Transformation V(F) = fin die Form 

(62) = {Ala)f2) + Bla} KC(2) Fe) + D(2)} 

übergeht. — Die analoge Frage für fünf und mehr Lösungen von (1) führt auf 
ähnlichem Wege zur Feststellung, daß es keine Funktionalgleichung (1) der Art gibt, 
daß zwischen je fünf oder mehr Lösungen F;(z) eine einzige Relation der Form 
Ö(F,,...,F5;) = u(2) = iterativer Konstante gilt. Harald Geppert (Berlin). 


(2) 


Geometrie. 

Grundlagen. Nichteuklidische Geometrie: 

® Robinson, Gilbert de B.: The foundations of geometry. (Mathematical exposi- 
tions, No. 1.) Toronto: Univ. of Toronto press 1940. XI, 167 p. $ 2.—. 

Garefa, Juan: Über die Theorie des Raumes. Rev. Acad. Ci. exact. Madrid 36, 
263—295 (1942) [Spanisch]. 

Erkenntnistheoretische Auseinandersetzung mit den Raumbegriffen von Plato, 
Aristoteles, Leibniz, Newton und Kant, den nichteuklidischen Geometrien ınd 
der Frage ihrer experimentellen Bestätigung. Harald Geppert (Berlin). 
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Elementargeometrie: 


Claeys, Marcel: Über Orthopole und Wallacesche Gerade. Wis- en Natuurkundg 
Tijdschr. 11, 118—121 (1943) [Flämisch). ver EN 

Fortsetzung einer Arbeit des Verf. (dies. Zbl. 26, 421), worin ein Beweis für den 
Satz über den Orthopol einer Geraden in bezug auf ein Dreieck und eine Erweiterung 
gegeben wurden. Es wird jetzt ein Zusammenhang mit den Wallaceschen Geraden 
dargelegt. O. Bottema (Delft). 


Zacharias, Max: Der Caseysche Satz. Jber. Dtsch. Math.-Vereinig. 52, Abt. 2, 
79—89 (1942). 

Es handelt sich um den von Casey im Jahre 1866 ausgesprochenen Satz: Sind 
S1, 85, 83, 8, vier Kreise, die einen gemeinschaftlichen Berührungskreis haben, und 
wird die Länge der gemeinsamen Tangente von $; und S; mit (ik) bezeichnet, so ist 
(23) (14) + (31) (24) + (12) (34) = 0. Verf. gibt eine sehr willkommene kritische Be- 
handlung dieses Satzes, welcher in der genannten Formulierung in der Tat mehrere 
Mängel aufweist: Zwei Kreise haben im allgemeinen zwei äußere und zwei innere 
gemeinsame Tangenten, und es bleibt die Frage, welche von diesen zu nehmen ist; 
außerdem muß man doch angeben, wann (ik) das negative Vorzeichen erhält. Es wird 
darauf hingewiesen, daß es sich nicht um die Figur von vier Kreisen, sondern um die- 
jenige von vier Zykeln handelt. Verf. gibt einen schönen elementaren Beweis ohne 
Anwendung der Inversion, aber mit Hilfe des Ptolemäischen Satzes und behandelt mit 
großer Sorgfalt die in den Anwendungen oft benutzte Umkehrung des Satzes, welche 
wohl niemals genau formuliert und bewiesen worden ist. O. Bottema (Delft). 


Cavallaro, Vincenzo 6.: Notes sur P’approchee representation et construction de la 
serie De, de quelques series hyperboliques et exponentielles, de series ayant les nombres 
eulöriens et bernoulliens, de nombres transeödants remarquables. Bull. sci. Ecole poly- 
techn. Timisoara 11, 35—41 (1943). 

Bedeutet /, die Seitenlänge des regulären, dem Einheitskreis einbeschriebenen 


[0.0] 


v-Ecks, so drückt Verf. die Zahlenwerte von Di ze 
i=1 
und der mit den Eulerschen und Bernoullischen Zahlen zusammenhängenden Aus- 
drücke 2/(e-+et), e/fe—1) mit großer Annäherung durch die /,, die Sinus konstruier- 
barer Winkel und Quadratwurzeln aus ganzen Zahlen aus. Theoretische Bedeutung 
kommt diesen Näherungen nicht zu. Harald Geppert (Berlin). 


Fejes, Läszlö: Die regulären Polyeder, als Lösungen von Extremalaufgaben. Mat. 
termeszett. Ertes. 61, 471—476 u. dtsch. Zusammenfassung 477 (1942) [Ungarisch]. 
Auf einer Kugelfläche seien n Punkte P,... P, verteilt; ihr kürzester Abstand 
ist d(P}... P,). Gesucht wird die Punktkonfiguration, bei der d(P,...P,) den 
größtmöglichen Wert annimmt. Für n = 4, 6,12 ist, wie Verf. zeigt, die kleinste 
konvexe Hülle dieser extremalen Konfiguration das reguläre Tetraeder, Oktaeder bzw. 
Ikosaeder; hingegen erweisen sich der Würfel und das reguläre Dodekaeder nicht als 
Lösung der Aufgabe. Harald Geppert (Berlin). 
Fejes, L.: Über eine Absehätzung des kürzesten Abstandes zweier Punkte eines 
auf einer Kugelfläche liegenden Punktsystems. Jber. Dtsch. Math.-Vereinig. 53, Abt. 1, 
6668 (1943). | 
Unter n (=3)-Punkten, die auf der Oberfläche der Einheitskugel liegen, gibt es 
"5 5) gilt. Hierfür 
gibt Verf. einen sehr einfachen Beweis. (1) läßt sich für n = 3, 4, 6,12 nicht ver- 


schärfen, die entsprechenden Maxima von d, werden angenommen, wenn die n Punkte 
die Ecken eines gleichseitigen Dreiecks in einem Großkreis bzw. die Ecken eines Tegu- 


et, Cojk, Sink (k ganz), 
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stets ein Punktepaar, für dessen Abstand (1) d, = 4 — sin-2(- 
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lären Tetraeders, Oktaeders, Ikosaeders sind. Der asymptotische Wert für maxd, 


n> 
nämlich Sn/ y3n, steht im Einklang mit der rechten Seite von (1). Harald Geppert. 

Garefa, Clemente Säenz: Interessante Seiten der Theorie der Parallelflächner. Rev. 
Acad. Ci. exact. Madrid 36, 296—306 (1942) [Spanisch]. 

Studien über das Problem der lückenlosen Ausfüllung der Ebene bzw. des Raumes 
mit konvexen, kongruenten und parallel gelegenen Polygonen bzw. Polyedern in gitter- 
förmiger Anordnung. Verf. unterläßt es, Hinweise auf die reichhaltige Literatur über 
dieses Gebiet anzugeben und seine Resultate mit den bekannten zu vergleichen. Im 
Raume bedient sich Verf. einer Methode, welche die gefundenen Polyeder durch speziell 
gelagerte kleine Würfel annähert, doch werden die Grenzübergänge nicht ausgeführt. 

J.J. Burckhardt (Zürich). 
Analytische Geometrie. Projektive Geometrie: 


@ Campedelli, L., e V. Notari: Esereitazioni di geometria analitica e proiettiva. 
4. ediz. Padova: Cedam, Antonio Milani 1943. X, 387 pag. Lire 90.—. 

Inhalt: 1. Analytische Geometrie der Ebene (Gerade, Metrik, Koordinatentrans- 
formation, imaginäre Elemente, Darstellung ebener Kurven, Kreis). 2. Analytische 
Geometrie des Raumes (Punkte, Geraden, Ebenen in ihrer gegenseitigen Lage, Metrik, 
Kugel und Kreis, Darstellung von Flächen und Raumkurven). 3. Projektive Geometrie 
(Uneigentliche Elemente, homogene Koordinaten, Desarguesscher Satz, Doppelverhält- 
nisse, vollständiges Viereck, Projektivitäten zwischen Gebilden erster Stufe, ebene 
Homologie). 4. Kurven zweiter Ordnung (Analytische Behandlung: Polarität, Büschel; 
synthetische Behandlung: projektive Erzeugung, Pascalscher Satz; analytische und 
konstruktive Aufgaben über Durchmesser, Asymptoten, Brennpunkte; kanonische 
Gleichungsformen, Orthogonalinvarianten). 5. Flächen zweiter Ordnung (Projektive 
und metrische Einteilung, Durchmessereigenschaften, kanonische Gleichungsformen). — 
Das für den Studenten zur Einführung bestimmte, klar und elementar gehaltene 
Übungsbuch bietet zahlreiche, sowohl analytische wie konstruktive, abwechslungsreiche 
Aufgaben, die vollständig durchgeführt sind. Die rechnerischen Aufgaben sind nume- 
risch gefaßt, doch stets so gewählt, daß die allgemeine Methode ohne weiteres ein- 
leuchtet. Besonders eindringlich ist die synthetische Grundlegung der projektiven 
Geometrie, bei der allerdings Verff. sich vorwiegend auf Gerade und Ebene be- 
schränken. Harald Geppert (Berlin). 

Fraile, Arturo: Erweiterung der gewöhnlichen analytischen Geometrie. Rev. mat. 
hisp.-amer., IV.s. 2, 285—294 (1942); 3, 13—37 (1943) [Spanisch]. 

Es handelt sich um die schon mehrfach untersuchte Möglichkeit (vgl z. B. Tac- 
chella, dies. Zbl.24, 271), polygonale Kurvenzüge und die von ihnen begrenzten 
Bereiche durch Gleichungen, die das Absolutzeichen verwenden, auszudrücken. Verf. 
entwickelt eine gründliche Theorie, die stets den Übergang von Figur zur Gleichung 
und umgekehrt ermöglicht. Erweiterung auf Polygone aus krummen Bögen und mehr- 
fach zusammenhängende Bereiche. Harald Geppert (Berlin). 

Sehuster, Jan: Beitrag zur Theorie der Kegelschnitt-Normalen. Öas. mat. fys. 69, 
D 109—D 117 u. D 141—D 154 (1940) [Tschechisch]. 

Aus einem Punkt gehen an einen Mittelpunktskegelschnitt 2 Tangenten und 4 Nor- 
malen. Sind von diesen 6 Geraden 4 gegeben, so ist der Kegelschnitt bis auf zentrische 
Ähnlichkeiten bestimmt. Seine Ermittlung wird auf analytischem Wege durchgeführt. 
Die Aufgabe ist für 4 Normale 18. Grades, für 3 Normale und 1 Tangente 8. Grades, 
für 2 Normale und 2 Tangenten 2. Grades (nicht 24., 12. bzw. 4. Grades, wie Verf. 
glaubt). Die entsprechenden, um ein Bestimmungsstück verminderten Aufgaben für 
die Parabel sind kubisch bei 3 gegebenen von einem Punkt ausgehenden Normalen, 
quadratisch bei 2 Normalen und 1 Tangente, linear bei 1 Normalen und 2 Tangenten. — 
Weiterhin werden die Ortskurven der Brennpunkte und Scheitel jener Kegelschnitte 
berechnet, für die folgende Bestimmungsstücke vorliegen: Mittelpunkt und 2 Normalen 
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oder 1 Normale und 1 Tangente; ein Rechteck aus 3 Normalen und 1 Tangente oder 
% senkrechten Normalen und 2 senkrechten Tangenten oder 1 Normalen und 3 Tan- 
genten. Für die Parabel werden die Brennpunkts- und Scheitelorte ermittelt, wenn 
eine Normale, eine dazu parallele Tangente und eine weitere Normale oder eine weitere 
Tangente gegeben sind. W. Wunderlich (Frankenhausen/Kyffh.). 

Godeaux, Lucien: Une congruence lindaire de eubiques gauches. Bull. Acad. Roy. 
Belg., V.s. 28, 620—625 (1942). 

Verf. beweist, daß nach Vorgabe zweier Raumkurven 3. Ordnung K,, K, des Sz 
ohne gemeinsame Punkte die Gesamtheit der räumlichen Kubiken, die K, und K, 
in je 5 Punkten treffen, eine lineare Kongruenz der Klasse 16 bildet. Verf. gibt auch 
eine außerordentlich einfache Konstruktion derjenigen Kubik dieser Kongruenz an, 
die durch einen gegebenen Punkt P des 8, geht: g, und g, seien die durch P gehenden 
Sehnen von K, bzw. K,; P,, P, seien die weiteren Schnittpunkte der von g,, 9, auf- 
gespannten Ebene mit K, bzw. K,. Dann schneiden sich die Fläche 2. Ordnung Q,, 
die durch K, und die Gerade P,P, geht, sowie die Quadrik Q,, die X, und die 
Gerade P, P, enthält, außerhalb P,P, in der gewünschten Kubik der Kongruenz, die 
durch P läuft. Mario Villa (Bologna). 

Simpson, Harold: A note on two-eireuited eireular eubies and bieireular quarties. 
J. London Math. Soc. 17, 31—33 (1942). 

The object of the note is to point out that the equations of plane two-circuited 
eircular cubics and bicircular quartics can be put in such a form that the coordinates 
and equations of the singular foci and directrices take a simple shape. The circular 
cubic is in four different ways the envelope of a cirele, whose centre lies on a focal 
parabola and which cuts orthogonally a fixed circle of inversion. The author gives 
the following equation: 


(e+a+b+c+d) (+ y)— (Zar —2%be)x+8yY(—abed)— (Za?—La2b+2L%bed)=0. 
A focal parabola is y?= 4d(x + d), the corresponding circle of inversion 


+ pP + %Ha+b+0—da+ SZ yYl-abed) + (@+5°+ 02 34 2be—2ca—2ab 
+2ad+2bd+ 2cd) =0, 

the others are obtained by interchanging d with a, b, c. Analogous results for the bi- 

eireular quartic. O. Bottema (Delft). 

Lyons, R. J.: A proof of the theorem of the double-six. Proc. Cambridge Philos. 
Soc. 37, 433—434 (1941). 

Die Konstruktion einer Doppelsechs abedef und a’b’c’d’e'f' wird hier in fol- 
gender Weise ausgeführt: Wählt man a’b’e’f' willkürlich, so werden c,d bestimmt; 
a bzw. b seien irgendwelche Geraden, die b’, e’, bzw. a’, e', f' treffen. Wählt man 
weiterhin die Gerade e beliebig, so daß sie a’, b’, f' trifft, so konstruiert man ce’ als 
zweite Transversale von a, b, d, e (die erste Transversale ist f’) und d’ als zweite Trans- 
versale von a, b, c, e (die erste ist f'). Die Gerade f erhält man dann als zweite Trans- 
versale von a’, b’,c’,e’ oder a’,b’,d’,e'. Beide Möglichkeiten führen zum gleichen 
Ergebnis, denn man sieht sofort, daß bei Veränderung von e die beiden Geraden ®,, ®,, 
auf die die Konstruktion führt, sich auch auf der zu a’, b’, e' konjugierten Regelschar 
projektiv entsprechen und daß es andererseits drei Lagen von e gibt, denen in drei 
verschiedenen Lagen zusammenfallende Geraden ®,,®, entsprechen. 

E.@. Togliatti (Genova). 

Sz. Nagy, Gyula v.: Konjugierte Polygone insder projektiven Ebene. Mat. terme- 
szett. Ertes. 61, 441—457 u. dtsch. Zusammenfassung 458—459 (1942) [Ungarisch]. 

Mit Rücksicht darauf, daß zwei Punkte in der projektiven Ebene zwei Strecken 
begrenzen, die zusammen eine vollständige. Gerade ergeben, lassen sich n Punkte (von 
denen keine drei in einer Geraden liegen) auf 2” verschiedene Weisen zu projektiven 
n-Ecken verbinden. Solche 2” Polygone werden konjugiert genannt. Zwei Seiten, die 
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sich zu einer vollständigen Geraden ergänzen, heißen Gegenseiten ; ersetzt man in einem 
Vieleck P alle Seiten durch die Gegenseiten, so gelangt man zu seinem Gegenpolygon P'. 
— Die Ordnung eines Vielecks wird als Maximalzahl der Schnittpunkte mit einer 
Geraden allgemeiner Lage erklärt, entsprechend der ‚Index‘ als Minimalzahl derselben. 
Der Unterschied zwischen Ordnung und Index ist stets eine gerade Zahl und wird 
als Ordnungsdefekt bezeichnet. Gegenpolygone haben denselben Ordnungsdefekt. 
Unter den konjugierten Polygonen eines konvexen n-Ecks P sind außer P und P’ 
noch jene 2n von maximalem Index (d.h. vom Ordnungsdefekt 2), die dadurch ent- 
stehen, daß bei P oder P’ genau eine Seite durch die Gegenseite ersetzt wird; alle 
übrigen haben den Ordnungsdefekt 4. — Man kann zwei Arten von Seiten unter- 
scheiden, nämlich Konvexseiten und Wendeseiten, je nachdem, ob sie zusammen mit 
ihren Nachbarseiten einen Linienzug 2. bzw. 3. Ordnung bilden. Wird in einem Vieleck 
eine Seite durch ihre Gegenseite ersetzt, so wechselt sie ihre Art, ebenso die beiden 
Nachbarseiten. Hieraus werden Aussagen über die Wendeseiten der Konjugierten 
eines konvexen n-Ecks abgeleitet. Zwei beliebige Gegenpolygone besitzen zusammen 
n Wendeseiten, da entsprechende Seiten von verschiedener Art sind. — Ein n-Eck 
hat höchstens $n(n — 3) Doppelpunkte. Diese Anzahl kann nur erreicht werden von 
Vielecken mit lauter Konvex- oder lauter Wendeseiten; letztere sind die Gegenpolygone 
von konvexen Vielecken. — Das Geschlecht eines Vielecks v. Ordnung mit d Doppel- 
punkten wird durch p=%(v — 1)(v — 2) definiert. Unter den konjugierten Poly- 
gonen eines konvexen n-Ecks sind alle Geschlechtszahlen zwischen O0 und 2n — 5 ver- 
treten; jene vom Geschlecht O0 oder 1 haben maximalen Index und umgekehrt. 
W. Wunderlich (Frankenhausen/Kyffh.). 

Algebraische Geometrie: 


© Severi, Francesco: Serie, sistemi di equivalenza e corrispondenze algebriche sulle 
varietä algebriche. Vol. 1. A eura di F. Conforto ed E. Martinelli. Roma: S. A. Editr. 
Perrella 1942. VI, 415 pag. L. 120.—. 

Die vom Verf. in einer Reihe von grundlegenden Abhandlungen begründete Theorie 
der Äquivalenzscharen und Äquivalenzsysteme auf algebraischen Mannigfaltigkeiten 
wird hier zum ersten Male in Lehrbuchform systematisch entwickelt. Die späteren 
Kapitel enthalten außerdem eine Reihe von neuen Ergebnissen. — Die Kapitel I und II 
haben einleitenden Charakter. Im Kap. III wird der grundlegende Begriff des Äqui- 
valenzsystems, zunächst im Spezialfall der virtuellen Punktgruppen auf einer Fläche, 
dann allgemein für virtuelle V, auf M, erklärt, nämlich als Summe oder Differenz 
von endlich vielen „Elementarsystemen‘“, die ihrerseits als Durchschnitte von linearen 
Systemen von V,_, auf V, definiert len Eine äquivalente projektive Definition 
der Äquivalenzsysteme (Nr. 46) beruht auf der monomialen Darstellung der V; in $,. 
Der Hauptsatz des Kap. IV lautet: Jedes unirationale System von vr in S, ist ein 
Äquivalenzsystem, und jedes Äquivalenzsystem ist total enthalten in einem rationalen 
System. Kap. V behandelt die Theorie der Äquivalenzscharen auf reduziblen Kurven. 
Im Kap. VI werden die Schar von Severi und andere invariante Äquivalenzscharen 
auf Flächen studiert. In $5 wird zunächst gezeigt, daß bei einer (&, ß)-Korrespondenz 
zwischen zwei Mannigfaltigkeiten M, die Äquivalenzsysteme in ebensolche übergehen; 
diese Bemerkung ist neu. Dann wird die Transformation des kanonischen Systems 
sowie der kanonischen Schar einer Fläche bei algebraischen Korrespondenzen unter- 
sucht. $6ist ganzneu. Der Hauptsatz heißt: Die Transformierte einer Punktgruppe der 
Schar von Severi auf einer Fläche F in einer («, ß)-Korrespondenz zwischen F und @, 
vermehrt um eine kanonische Gruppe der Koinzidenzkurve auf @ ist äquivalent dem 

&-fachen der Gruppe von Severi von G, vermehrt um eine kanonische Gruppe der 
en und vermindert um deren Spitzen. Der Satz erleidet Modi- 
fikationen, falls die Korrespondenz Fundamentalpunkte hat. Im Kap. VII wird der 
Riemann-Rochsche Satz für lineare Kurvenscharen auf algebraischen Flächen be- 
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wiesen, mit einer neuen Ergänzung für den Fall, daß die Ausgangskurve mehrfache 
Bestandteile enthält. van der Waerden (Leipzig). 

Severi, Francesco: Über die Darstellung algebraischer Mannigfaltigkeiten als Durch- 
sehnitte von Formen. Abh. math. Semin. Hansische Univ. 15, 97—119 (1943). 

O. Perron hat gezeigt, daß die von Vahlen angegebene Kurve 5. Ordnung mit 
Quadrisekante sich als vollständiger Durchschnitt von 3 Flächen darstellen läßt, wenn 
man von der Frage der Vielfachheit der Schnittpunkte absieht. Nach des Autors 
Ansicht ist es aber nicht zweckmäßig, von diesen Vielfachheiten abzusehen. Die Kron- 
eckersche Eliminationstheorie liefert, wie er näher ausführt, von selbst alle Lösungen 
mit der ihnen zukommenden Vielfachheit. Sie führt zu folgender Definition: Ein 
homogenes Gleichungssystem fi =0,.. ., fan — 0 liefert eine irreduzible Kurve © ein- 
fach gezählt, wenn das erste System von Eliminationsgleichungen als g.8.T. ein 
irreduzibles Polynom ergibt und das zweite System von Eliminationsgleichungen keine 
Lösungen hat. (Bemerkung des Ref.: Es gibt irreduzible Kurven, die sich in diesem 
Sinne überhaupt nicht einfach gezählt darstellen lassen, auch wenn man noch so viele 
Gleichungen /z = 0 heranzieht.) Es wird gezeigt, daß eine kubische Raumkurve sich 
nicht als Schnitt von 2, wohl aber als Schnitt von 3 Flächen einfach gezählt darstellen 
läßt. Nun wird eine zweite Definition gegeben, die von dem Eliminationsverfahren 
unabhängig ist und auf dem Begriff der funktionalen Äquivalenz der Kurve C als 
Schnitt dreier Flächen beruht. Es wird definiert: Die durch CO gehenden Flächen f} , fa, fa 
haben in einem Punkt P von C die Schnittmultiplizität , wenn von den m, Memz 
getrennten Schnittpunkten dreier allgemeiner Flächen f}, fz, /3 von denselben Grad- 
zahlen m,, ma, m; bei der Konvergenz f, > fı, fa> fa, /s—> fs; immer mindestens 2 oder 
überhaupt keine nach P konvergieren. Man sagt nun, daß f,, fa, fs sich längs C ein- 
fach schneiden, wenn siein jedem Punkt von O’die Schnittmultiplizität 1 haben. Dabei 
ist vorausgesetzt, daß C selbst keine vielfachen Punkte besitzt. Damit C’ in diesem 
Sinne der vollständige Schnitt von drei Flächen sei, ist notwendig und hinreichend, 
daß jede Punktgruppe der funktionalen Äquivalenz von C die gesamte Schnittpunkt- 
gruppe der drei Flächen absorbiert. Zum Schluß wird für irreduzible, singularitäten- 
freie Raumkurven folgender interessante Satz bewiesen: Je nachdem, ob ( als voll- 
ständiger und einfacher Schnitt (im zuletzt definierten Sinn) von zwei Gleichungen 
ti = fa = 0 oder von.drei f, = fs = fg = 0 oder von vier fı = fa = Is = I = O definiert 
werden kann, ist jede Form f, die durch C geht und deren Ordnung genügend groß 
ist, in dem Modul (/,, fo) bzw. (fı, fa, /3) bzw. (fi, fa, fs, /) enthalten. Bemerkung des 
Ref.: Der entsprechende Satz gilt in mehr als 3 Dimensionen nicht mehr. 

van der Waerden (Leipzig). 
.. Hodge, W. V. D.: Note on the degeneration of algebraie varieties. Proc. Cambridge 
Philos. Soc. 38, 231—233 (1942). 

Nach v.d. Waerden (dies. Zbl. 18, 421) läßt sich jede irreduzible Mannigfaltig- 
keit M durch eine ausgeartet-projektive Transformation in eine solche M überführen, 
die vollständig in lineare Räume zerfällt. Nach der Meinung des Autors beweist die 
Überlegung v. d. Waerdens nur, daß die Grenzmannigfaltigkeit in M enthalten ist. 
Er beweist nun, daß sie tatsächlich mit M identisch ist. van der Waerden (Leipzig). 

Abellanas, Pedro: Über die geometrische Theorie der algebraischen Flächen für 
einen perfekten Konstantenkörper der Charakteristik p. Rev. Acad. Ci. exact. Madrid 
36, 482—499 (1942) [Spanisch]. 

W. L. Chow hat eine Theorie der algebraischen Kurven für beliebige vollkommene 
Konstantenkörper entwickelt [Math. Ann. 114, 655682 (1937); dies. Zbl. 17, 340]. 
Einige grundlegende Sätze dieser Theorie, vor allem der Satz von Bezout und die 
allgemeineren Sätze über lineare Scharen, werden hier auf algebraische Flächen über- 
tragen. Sodann wird bewiesen: 1. Jede algebraische Fläche 8 des projektiven Raumes 1 
läßt sich so auf eine Fläche 8’ des Raumes P, projizieren, daß die Projektion eine 
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birationale Abbildung vermittelt und daß ein beliebig gegebener einfacher Punkt 4 
von S in einen einfachen Punkt A’ von $’ übergeht. 2. Ist A ein einfacher Punkt 
von S mit Koordinaten a,,...,a, und sind &,,&g,...,&, die inhomogeaen Koordi- 
naten eines allgemeinen Punktes von 8, so kann man bei geeigneter Numerierung die 
Koordinaten &,,...,&, in Potenzreihen nach = &, — GR Ng2= &3— a, entwickeln, 
die für n=n.=0in a,,...,a, übergehen. Daraus wird gefolgert: Ein einfacher 
Punkt im Sinne von v.d. Waerden ist auch einfach im Sinne von Zariski (dies. 
Zbl. 21, 253) und umgekehrt. — Eine Fläche heißt normal, wenn der Ring K(&$, ..., &) 
ganz abgeschlossen in seinem Quotientenkörper ist. Nun wird bewiesen: Die Mannig- 
faltigkeit der singulären Punkte einer normalen Fläche hat höchstens die Dimension 
Null. van der Waerden (Leipzig). 

Pissard, Nelly: Sur les surfaces ä sections hyperplanes hyperelliptiques de genre trois. 
Bull. Acad. Roy. Belg., V.s. 28, 859—865 (1942). 

Eine Normalfläche F mit hyperelliptischen Ebenenschnitten des Geschlechts 3 
enthält, falls sie rational ist, oo! Kegelschnitte, deren Ebenen eine Mannigfaltigkeit V, 
mit rationalen normalen Hyperebenenschnittkurven erzeugen. F kann auf die Ebene 
birational abgebildet werden durch ein Linearsystem von C® mit einem vierfachen und 
einem Doppelpunkt oder durch das Linearsystem von 08-# (u=0,1, 2,3) mit einem 
(6— u)-fachen und 3— u zu ihm unendlich benachbarten Doppelpunkten sowie A=11 

« einfachen Basispunkten (Castelnuovo). Im Falle #=3 und A=10 beweist Verf., 
daß die V,, der F angehört, der Schnitt der Segremannigfaltigkeit, die die Punkte- 
paare einer Geraden und eines linearen S,,_, darstellt, mit einem passenden Sja_,, 
ist. Für a =3 und h=9 ist F der restliche Schnitt der bekannten V? des S, mit 
einer V}, die eine Quadrik der V3 enthält. U. Morin (Padua). 

Godeaux, Lueien: Sur certaines surfaces du quatri&me ordre contenant douze droites. 
1. Bull. Acad. Roy. Belg., V.s. 28, 716—727 (1942). 

Godeaux, Lueien: Sur certaines surfaces du quatriöme ordre contenant douze droites. 
2. Bull. Acad. Roy. Belg., V.s. 28, 746—750 (1942). 

4115 419; @g1; Agg; Agı, dgz Seien 6 allgemeine Geraden des S,. b,1; dig bezeichne 
die Treffgerade der Paare a,,, 095 bzw. @,],@, und analog seien die Paare b,,, Bas 
und b;,, 53a definiert. Der Ort derjenigen Punkte, von denen aus drei komplanare 
Treffgeraden der drei Paare a;, gehen, ist eine F%, die frei von mehrfachen Punkten 
ist und die 6 Geraden «a sowie die 6 Geraden b einfach enthält. Die 12 Geraden a, b 
in der bezeichneten Lage bestimmen genau eine Fläche 4. Ordnung vom Typus F. 
Auf F gilt die Funktionalrelation a,ı + @a + b3ı + bag = Agı 4 Aga + dıı + biz S0- 
wie zwei analoge Relationen. Die durch a, 105501 1531035 gehende Quadrik schneidet F 
weiterhin in einer Raumkurve 3. Ordnung a/,. Durch analoge Konstruktionen erhält 
man im ganzen 12 Raumkurven 3. Ordnung a, und 5, mit den Schnittzahlen 
[e,,b4;] = 0 bzw. 1 fürh=kbzw.h=F k. Die durch die 12 Geraden @« und b gehen- 
den F5 schneiden auf F@ ein Linearsystem |C,| der Dimension 3 und des Grades 4 von 
Kurven des Geschlechtes 3 aus. Durch projektive Abbildung des Linearsystems |C,| 
entsteht eine Fläche F, mit den gleichen projektiven Charakteren wie F, wobei den 
Geraden von F die Kubiken von F, und den Kubiken von F die Geraden von Fy, 
entsprechen. Das homaloidische System von F®, die durch a, |, 41a, baı, aa, d31; das 
gehen, schneidet auf F ein Linearsystem |C,| vom Grade 4 von Kurven 6. Ordnung 
des Geschlechtes 3 aus; es vermittelt eine Cremonaabbildung, durch die aus F eine 
Fläche F, mit den gleichen projektiven Charakteren entsteht, wobei die Geraden a 
und die Kubiken b’ von F in die Geraden von F, übergehen. Analog kann man F 
birational auf eine Fläche F, derart abbilden, daß den Kubiken «’ und den Geraden 
von F die Geraden von F, entsprechen. Die 00°? Treffgeraden des Geradenpaares a; ı , &s 
erzeugen auf F eine involutorische Korrespondenz T,, und ebenso die Treffgeraden 
des Paares b;ı, b;sg eine Korrespondenz 77. Verf. untersucht die durch T, bzw. T; 
entstehenden Bildkurven der besonders bemerkenswerten Kurven auf F. Die Trans- 


Zentralblatt für Mathematik. 28. 6 


82 


formation T= T,T} = T;T3 = T,T3 ist involutorisch und besitzt die Geschlechts- 
zahlen 9 = Pa = 1. — In der zweiten Note beschäftigt sich Verf. mit den Korre- 
spondenzen T,T35, T3T,, T,T,. Diese sind nicht periodisch, und jede von ihnen wird 
auf F durch eine Cremonatransformation des Umgebungsraumes erzeugt. U. Morin. 

Godeaux, Lueien: Sur les involutions du second ordre appartenant aux surfaces 
interseetions completes d’hyperquadriques. Bull. Acad. Roy. Belg., V.s. 28, 751—767 
1942). 

% einem S,;s+ı mit den homogenen Koordinaten y%, (0=0,...r),2. (0=0... s) 
werde die biaxiale harmonische Homographie H mit den Gleichungen y,: Yyo=25: — 2. 
(e=0...r, o=0...s) betrachtet, deren Achsen der $, bzw. S, mit den Glei- 
chungen 9, =0 bzw. z, =0 sind. Die gegenüber H automorphen V?2,, zerfallen in 
zwei Linearsysteme, ein basisfreies (&,) der Dimension R,=$r(r+3)+3s(s+3)-+1 
und eines (&,) der Dimension RR=rs+r-+-s mit 8,, 8, als Basis. &, wird durch 
die Setzung Yr =Yyı &k=0...r), Zu=34 ,=0...s) auf die Hyper- 
ebenen eines Sr, mit den homogenen Koordinaten Y;z,,Z,, bezogen, in dem der 
Sjr«4+39,)>=n und der S3g,(«+39,—=d mit den Gleichungen Z,,=0 bzw. Y;,=0 legen. 
Die Gruppen der durch H im $,,,;+1 erzeugten Involution J, werden dadurch birational 
auf die Punkte einer V,,;;1 der Ordnung 2"+° abgebildet; sie ist der Schnitt der beiden 
Kegel, die von & bzw. n aus die Veronesesche Mannigfaltigkeit V,, von n bzw. Ts 
von £ projizieren, die die Hyperquadriken eines 8, bzw. 8, abbildet, und enthält 
Vo, Ya, mit den Vielfachheiten 2° bzw. 2”. Den Elementen von 2, entsprechen 
auf V,+s+ı die Berührungsmannigfaltigkeiten V,;, der Ordnung 2’+* von solchen 
V7,-ı, die n und Z enthalten. Im 8,;,+1 sei F die vollständige Schnittfläche von 
n Hyperquadriken aus &, und r+s— n— 1 solchen aus &,, also von der Ord- 
nung 2’+°-1, Die von H auf F erzeugte Involution soll nur endlichviele Festpunkte 
haben, wozun>r>s erforderlich ist. Dann entsprechen den Punktepaaren dieser 
Involution auf V,,,;ı birational die Punkte einer Fläche ® der Ordnung 2”+*. Bildet 
man ähnlich mittels X, = + @=0...r; k=0...s) die Elemente von 2, auf 
die Hyperebenen eines Sz, mit den homogenen Koordinaten X,;;, ab, so entspricht 
r +8)! 
\ r! n 
während umgekehrt einem Punkt der W,,, die oo! Paare der J, auf einer $, und $, 
treffenden Geraden zugeordnet sind. Die Involution auf F bildet sich auf W,,, in 
eine Fläche Y ab, die einem S,,;n.,.ı angehört. Diese beiden Flächen ® und % werden 
vom Verf. für die niedrigsten Werte von r und s weiter verfolgt und ihre birationalen 
Invarianten bestimmt. Harald Geppert (Berlin). 

Baudoux, Roger: Sur les involutions du second ordre de l’espace dont les couples 
appartiennent aux rayons d’un complexe lineaire. 1. Bull. Acad. Roy. Belg., V.s. 28, 
845—858 (1942). 

Verf. hat schon in zwei vorangehenden Arbeiten (dies. Zbl. 27, 86, 329) Sonder- 
fälle von Involutionen J, des 8, untersucht, bei denen die Verbindungsgeraden ent- 
sprechender Punkte einem linearen Komplex angehören und jede Komplexgerade 
n Gruppen der J, trägt. Verf. untersucht nun solche J, mit den letztgenannten Eigen- 
schaften ganz allgemein und stellt zunächst fest, daß sie mindestens oo! Deckpunkte 
besitzen müssen. Daher untersucht er zunächst diejenigen J,, deren Deckpunkte eine 
irreduzible Kurve A erfüllen und die überdies eine einzige Fundamentalkurve 1. Art /' 
aufweisen. Sie gehören notwendig einem der beiden folgenden Typen an: 1) ent- 
sprechende Punkte der J, sind in zwei Polaritäten und einem Nullsystem konjugiert: 
I’ hat Ordnung 6 und Geschlecht 3, A ist eine elliptische Raumkurve 4. Ordnung, 
nämlich der Schnitt der beiden zu den Polaritäten gehörigen Grundquadriken, und 
trifft Z’in 8 Punkten; es ist n = 1; diese J, wurde schon von Paelinck (Mem. Soc. 
Roy. des Sciences, Liege 1932, 1—18; dies. Zbl. 6, 77) untersucht, oder 2) die die 
Involution erzeugende Cremonatransformation T ordnet den Ebenen des S, Flächen F’? 


jedem Paar der J, ein Punkt einer Segremannigfaltigkeit W,,, der Ordnung 


r 


83 


zu, die eine Kurve J’ der Ordnung 8 und des Geschlechts 5 zur Doppelkurve haben 
und einfach durch 10 Quadrisekanten von I’ gehen, die für T Fundamentalgeraden 
2. Art sind; A hat Ordnung 8 und Geschlecht 5 und trifft Z’in 24 Punkten; esist n = 3. 
Eine solehe T wurde schon von Montesano [Ann. di Mat. (3) 1, 313—358 (1898)] 
gefunden. Harald Geppert (Berlin). 


Jongmans, F.: Etude d’un systeme homaloidal de l’espace ä quatre dimensions. 
Bull. Acad. Roy. Belg., V.s. 28, 782—793 (1942). 

In einer kürzlich veröffentlichten Untersuchung (dies. Zbl. 23, 363; 25, 423) hat 
Rozet in einem $, die V$ untersucht, die man durch Nullsetzen einer Determinante 
4. Ordnung |a;,| erhält, deren Elemente Linearformen der Koordinaten sind; je nach- 
dem man die Determinanten nach Zeilen oder Spalten liest, erhält man zwei ver- 
schiedene Erzeugungsarten der V3 durch 4 untereinander projektive dreidimensionale 
Sterne von Hyperebenen: D A;a,=0, > ma =0 (i, k=1, 2,3, 4). — Deutet man 
die Parameter A,, #, als Koordinaten zweier Räume $,, 8}, so erhält man zwischen 
diesen eine spezielle Cremonatransformation. Eine analoge Transformation, die man 
ausgehend von einer Determinante 5. Ordnung, die gleich Null gesetzt, eine V} des S, 
ergibt, erhält, wird hier betrachtet. Die angewandte Methode ist verschieden von der 
Rozets, denn hier wird die vorgegebene V? mit derjenigen V? identifiziert, die in einer 

«als Schnitt von 5 Reziprozitäten erzeugten (5, 5)-Transformation zwischen 2 Räumen 
S,, 85 einem allgemeinen S, zugeordnet wird. Dadurch gewinnt man den Anschluß 
an den 2. Teil einer anderen Untersuchung des gleichen Verf. (dies. Zbl. 27, 422), in 
der er zu einer speziellen Cremonatransformation zwischen zwei (n — 1)-dimensionalen 
Räumen gelangte, indem er von der als Schnitt von n Reziprozitäten zwischen 2 Räu- 
men S,„,S/, erzeugten Transformation ausging und sich dabei eines gewissen (n — 1)- 
parametrigen Systems vom Index 1 rationaler Normalkurven bediente. Die hier be- 
trachtete Transformation zwischen $,, 84 führt die Hyperebenen jedes Raumes in 
Mannigfaltigkeiten V#° über, die eine vierfache Fläche F der Ordnung 15 und eine 
einfache Fläche ® der Ordnung 75, die aus den fünffach schneidenden Geraden von F 
besteht, gemein hat. Zwei solche 73° schneiden sich weiterhin in einer Fläche der 
Ordnung 46, die F längs einer 019% und ®”5 Jängs 75 Geraden, die 0195 fünffach 
schneiden, treffen. Drei V!? haben eine (1% gemein, die #15 in 90 Punkten und ©®’5 
überhaupt nicht trifft. E.@. Togliatti (Genova). 


Hodge, W. V. D.: The interseetion formulae for a Grassmannian variety. J. London 
Math. Soc. 17, 48—64 (1942). 

Die Grassmannsche Mannigfaltigkeit Q,,, ist diejenige algebraische Mannigfaltig- 
keit im Raum der Plückerschen Koordinaten, deren Punkte die linearen Teilräume $, 
von S, darstellen. Die Schubertsche Teilmannigfaltigkeit Da, EN stellt die Gesamt- 
heit aller der 8, dar, die mit einem gegebenen Sa, einen Punkt gemeinsam haben, mit 
einem gegebenen, den S,, enthaltenden 5,, eine Gerade, ... und die in einem ge- 
gebenen $, liegen. Die Ray... a bilden eine Basis für alle Teilmannigfaltigkeiten 
von Q2,,». Es handelt sich nun darum, die Schnittmannigfaltigkeit von irgend zwei 
Schubertschen Mannigfaltigkeiten durch die Basis auszudrücken: 


Ge b 
2, ‚a, 0, EM LO FE 


Um diese Ausdrücke herzuleiten, wird zunächst bewiesen, daß die Mannigfaltigkeiten 
linker Hand sich bei allgemeiner Lage der gegebenen Räume S, und $, nicht berühren, 
daß also die Schnittbestandteile einfach zu zählen sind. Dasselbe wird für den Schnitt 
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2, > 7 ».*&% bewiesen, wobei &, die Gesamtheit der S, darstellt, die 
0%, ver tn x 2 5 . .. " 
einer gegebenen S„_,»_.» treffen. Sodann wird die von Pieri schon gefundene Aqui- 
valenz Das >, 2, 5 bewiesen, wo die Summation sich über die b mit 
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erstreckt. Der Beweis wird mittels der projektiven Transformation x; = &-!z, mit 
Grenzübergang e>0 geführt. Das übrige ist nun eine Angelegenheit des Kalküls. 
Aus der Formel von Pieri folgt der Determinantenausdruck 


> , 
re 2; 6 3 
Da a ni a 2% j [;=n—p+ti—a], 
a en 
mit dessen Hilfe die gestellte Aufgabe in jedem einzelnen Fall leicht gelöst werden 
kann. van der Waerden (Leipzig). 


Vektor- und Tensorreehnung, Kinematik: 


Lotze, A.: Nachtrag zu meinem Aufsatz: „Die elementaren Differentialoperationen 
in der Grassmannschen Vektoranalysis“. Jber. Dtsch. Math. Vereinig. 52, Abt.1, 
245—250 (1942). 

Als Nachtrag zu der erwähnten Arbeit (vgl. dies. Zbl. 23, 169) wird eine verein- 
fachte Einführung der Begriffe grad, div und rot für ein Affinorfeld ® gegeben. Die 
Begriffe werden auch für eine beliebige Riemannsche Mannigfaltigkeit eingeführt und 
ergeben schließlich eine Verallgemeinerung des Beltramischen Differentiators. 

Burau (Hamburg). 

Platrier, Charles: Composition des derivees pour un tenseur euclidien d’un champ 
relatif. C. R. Acad. Sci., Paris 215, 456—457 (1942). 

Wenn ö, n orthogonale Einheitsvektoren darstellen, so ist 


= =Wi, mt tue, 
und für v = vfi, gilt dv _ (dv RA 
arg + WVv)i.- 


Diese Formel läßt sich bekanntlich auch für höhere Ableitungen (der Vektoren und 
Tensoren) anwenden. Verf. stellt solche Ableitungen in einer anderen Symbolik (für 
n=3) dar. Hlavaty (Prag). 
Donder, Th. de, et J. G&heniau: Sur la derivee covariante des tenseurs generalises. 
Bull. Acad. Roy. Belg., V.s. 28, 630—633 (1942). 
A la transformation infinitesimale öx—= X*(x,T)öT correspond pour le tenseur 
generalise Q, une derivee covariante Q,.; admettant la transformation infinitesimale: 


Ari n 
(1) EL 
les A}, etant donnes par les formules Au = OR; et les 0 ne dependant que des x 
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et de tr. La derivee covariante Qu.; S’exprime & partir de la derivee partielle ordi- 
naire Q,,; par la formule: 
(2) ii - Ed A Ku HT. 
Des ©quations (1) et (2) on deduit les conditions necessaires et suffisantes auxquelles 
doivent satisfaire les transformations infinitesimales portant sur les CH, pour que (2) 
represente effectivement une derivee covariante. Le cas oü les CE se reduisent & des 
constantes est &tudie. Lichnerowicz (Clermont). 
Choquet, Gustave: Isomötrie des ensembles et einematique. C.R. Acad. Sci., Paris 
214, 784—786 (1942). 
Choquet, Gustave: Isomötrie et roulement sans glissement. C.R. Acad. Sci., Paris 
214, 837—839 (1942). 
In der ersten Arbeit verallgemeinert Verf. den Begriff der Bewegung einer Ebene 
in sich, indem er statt zweier abrollender Polkurven, deren Punkte eineindeutig den 
Zeitpunkten zugeordnet sind, zwei „isometrische“ Punktmengen einführt, deren Punkte 


Er 
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eineindeutig den Punkten einer beliebigen, abgeschlossenen Punktmenge zugeordnet 
sind. Die „Isometrie“ zweier Punktmengen läßt sich verschiedentlich definieren, für 
ihre durch die Parametermenge vermittelte Abbildung kann nämlich 1. Streckentreue 
im Kleinen, 2. Winkeltreue im Kleinen, 3. stetige Änderung der lokalen Verdrehungen 
gefordert werden. — Die zweite Arbeit beschäftigt sich mit Anwendungen des verall- 
gemeinerten Begriffes der Bewegung einer Ebene in sich auf das Rollen ohne Gleiten. 
6. Alexits (Budapest). 

Löbell, Frank: Grundlinien einer differentiellen Theorie der Somenkongruenzen. 
S.-B. Bayer. Akad. Wiss. 1942, 1—16 (H. 1/3). 

Aus einer von zwei reellen Parametern abhängigen räumlichen Somenmannig- 
faltigkeit S(p, g) wird durch (*) p = p(t), q = g(t) eine in der Zeit tablaufende Raum- 
bewegung (Somenschar) herausgegriffen. Die nach Wahl eines Pols O fixierten Ge- 
schwindigkeitsschrauben der speziellen Scharen p=t, g=konst. und p=konst., 
q=t können durch die dualen Vektoren u, und u, beschrieben werden und werden 
als „partielle Geschwindigkeitsschrauben“ bezeichnet. Der duale Vektor der 
aq 
dt 
D.h. alle durch ein festes Soma der Kongruenz S(p, q) laufenden Somenscharen haben 
dort Geschwindigkeitsschrauben, die, wie bekannt, eine Studysche Kette bilden. 
Ihre Achse, gegeben durch den dualen Vektor u, X u,, ist die Normale der Kongruenz. 
— Die partiellen Geschwindigkeitsschrauben u,(p, 9), u,(P, g) einer Somenkongruenz 
dürfen nicht willkürlich vorgeschrieben werden, sie müssen vielmehr der Grund- 


leich 
(er un Oro, 


Geschwindigkeitsschraube der Schar (*) sei ı. Es gilt dan w=w, z + 


genügen, die (nur formal anders) schon Study aufgestellt hat. — Man kann (**) auch 
in Form eines Integralsatzes schreiben, indem man über einen Bereich & der 
(p, g),-Ebene vom Rande Y integriert: 


7) fat = [Sdu 
& ’ 


Dabei bedeutet df =u,xu,dpdg das duale Flächenelement, © eine der beiden Ein- 
heitsschrauben von u, und du = u, - ©dt das duale Bogenelement der Somenschar. — 
Es gelten noch andere Integralsätze, z. B.: 


(f) [r-di= —/[r- Sdu 
6 7 


unter r eine beliebige, mit dem Soma S(p, g) verbundene Schraube verstanden, oder 
(PD) 2/r-rdi = [exSxrdu. 
& u 


Identifiziert man die Somenkongruenz mit der Gesamtheit der Begleitkörper einer 
Fläche, die durch eine auf ihr angenommene integrable Richtungsübertragung fest- 
gelegt sind, so erweisen sich die Grundgleichungen (**) als äquivalent dem theorema 
egregium, den Codazzi-Mainardischen Gleichungen und dem Satz von Bonnet über 
die Gegengleichheit der Normalwindungen in zwei orthogonalen Flächenrichtungen. 
Ähnlich enthält, bei anderer Wahl der Begleitkörper, die Formel (}) den Gauß-Bonnet- 
schen Integralsatz, während (ff) einen weniger bekannten Integralsatz der Flächen- 
theorie umfaßt. K. Strubecker (Straßburg). 


Differentialgeometrie in Euklidischen Räumen: 


Semin, Ferruh: G&omötrie infinit&simale des systömes variables & un paramötre. 2. 
Rev. Fac. Sci. Univ. Istanbul, Ser. A 7, Fasc. 1/2, 20—40 (1942). 

In dieser Fortsetzung einer früheren Note (dies. Zbl. 26, 76) werden zunächst all- 
gemein die Charakteristiken erster, zweiter und höherer Ordnung eines Systems geo- 
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_ _metrischer Elemente E, welche von einem variablen Parameter abhängen, definiert. 
Man kann das System der n Charakteristiken 2’, E”,..., E®) als ein einfaches Aqui- 
valent von n -+ 1 aufeinanderfolgenden Lagen des variablen Elementes E auffassen. 
Für eine Anzahl einfacher Mannigfaltigkeiten, nämlich für die Elemente des beglei- 
tenden Dreibeins einer Raumkurve, werden diese Charakteristiken erster und zweiter 
Ordnung bestimmt und für eine Reihe einfacher Beispiele konstruktiv verwertet. Es 
ergeben sich in der Hauptsache wohlbekannte Resultate. K. Strubecker. 


Arghiriade, $.: Sur la courbe earaeteristique d’une courbe plane ou gauche. Bull. 
sci. Ecole polytechn. Timisoara 11, 62—66 (1943). 

G. Tzitzeica hat bei einer ebenen Kurve ( den Begriff der Winkelnormalen eines 
Punktes P eingeführt (vgl. Abramescu, dies. Zbl. 24, 74); ihr Pol bezüglich des 
Schmiegungskegelschnittes in P ist ein auf der Tangente liegender Punkt ? (er liegt 
zugleich auf dem durch den Krümmungsmittelpunkt M gehenden Lot zur Affın- 
normalen), der sog. charakteristische Punkt. Bei Wanderung von P auf € beschreibt 
P die charakteristische Kurve C von C. Verf. untersucht einige Eigenschaften der- 
selben; z. B. geht die Normale auf C in P nur dann durch M, wenn auf CO die Krüm- 
mung sich proportional dem Kontingenzwinkel ändert, und schneidet nur dann auf PM 
ein zu PM proportionales Stück ab, wenn die Krümmung von C proportional einer 
festen Potenz der Bogenlänge ist (Beispiele: logarithmische Spirale, Kreisevolvente, 
Rlothoide). Ist © eine logarithmische Spirale, so ist C mit Ü’ kongruent. Bei einer 
Raumkurve liegt P auf der Tangente von Pim Abstande PP = 300° 1,0 = Krüm- 


mungsradius; analoge Feststellungen über den von der Normalebene von Ü auf der 
Hauptnormalen von C bestimmten Abschnitt. Harald Geppert (Berlin). 


Lauffer, R.: Eine Vektorgleiehung der Raumkurven n-ter Ordnung im euklidischen 
R,. Abh. math. Semin. Hansische Univ. 15, 82—84 (1943). 

Für ebene Kurven n-ter Ordnung besagt der Reisssche Satz folgendes: r bedeute 
den Vektor von Kurvenpunkt nach Krümmungsmittelpunkt, b den Einheitsvektor 
auf einer vorgegebenen Geraden b; dann gilt für die über die n Schnittpunkte von b 
mit der Kurve erstreckte Summe I)[t?/(tb)°] = 0. Ist nun C* eine Raumkurve n-ter 
Ordnung im R, mit dem Tangenteneinheitsvektor & und schneidet man sie mit der 
zum Vektor a senkrechten Hyperebene, so gilt für die über diese n Schnittpunkte 
erstreckte Summe I [((aE)r— (ar) E)/t*(a&)?]=0. Beweis durch Projektion auf Ebene. 

Harald Geppert (Berlin). 

Baier, Othmar: Zum Meusnierschen Satz. Math. Z. 49, 148—150 (1943). 

Um die einfache und nützliche Aussage des Meusnierschen Satzes im Unterricht 
möglichst anschaulich zu machen, führt Verf. das Schmiegparaboloid in einem regu- 
lären, elliptisch gekrümmten Flächenpunkt durch „Scherungen“ in ein Drehparaboloid 
über, für welches der Satz unmittelbar einleuchtet. Eine solche Scherung ist eine 
affıne Transformation, bei welcher die zu einer vorgegebenen Richtung parallelen 
Strecken in dieser Richtung parallel verschoben werden; sie ist festgelegt durch diese 
Richtung und durch zwei einander entsprechende Geraden bzw. Ebenen, die zur 
Scherungsrichtung nicht parallel sein dürfen. Da der Krümmungsradius r in einem 


” . . 2 
beliebigen Kurvenpunkt P durch 2r - lim gegeben ist, wo 2s die Länge einer zur 


Tangente in P parallelen Sehne und p den zugehörigen Pfeil bedeutet, so haben zwei 
Kegelschnitte, die durch Scherung parallel zur Tangente in P auseinander hervor- 
gehen, in P die gleiche Krümmung. Diese Überlegungen liefern in einfacher Weise 
die Übertragung des Meusnierschen Satzes vom Drehparaboloid auf das allgemeine, 
elliptisch gekrümmte Paraboloid. Ist das Schmiegparaboloid hyperbolisch gekrümmt 
oder artet es in einen Zylinder aus, so gelten ganz entsprechende Betrachtungen. 
H. Thomas (Darmstadt). 
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Herglotz, G.: Über die Steinersche Formel für Parallelflächen. Abh. math. Semin. 
Hansische Univ. 15, 165—177 (1943). 

Auf der Hyperkugel X +23 + :-- +2),;,ı=1 im Euklidischen R, sei eine 
(n — 1)-dimensionale geschlossene, orientierbare „Fläche“ F in regulärer Darstellung 
Z(u,Ug ...%-ı) gegeben, Y(u,%,... u, _,) möge die Polarfläche F* darstellen, so daß 
?=y?=1l,rdy=hydr=0. Die Parallelflächen werden durch z3=rcost +H sint 
erklärt. Ihre — algebraisch definierte — Oberfläche läßt sich dann mit Hilfe der Deter- 
minante |Z| — (Au, 5: Zu, _ > du, 3) darstellen durch O(t) zz .d-,—[|Z|du. 
Insbesondere ist für = 0 2 


0(0) za ZN (Eu v0 Eu, 195 DA. din [| Pidu 
F 


und für t = 5 


o(3) = Ar [tv du 5 y)dan ..dn=— [|Q]du. 


Dann kann man Dit = di 2 |Zidu als — algebraischen — Volumenzuwachs beim 


Übergang zur Parallelfläche Fu erklären. Definiert man andererseits das Volumen 
von F in geeigneter Weise, etwa mit Hilfe eines festen are a der Hyperkugel 
durch 
zn fe a)cosßdo; Yla) = a eg ®dcos«, 
c0o8%& 
wo & den Winkelabstand zwischen a und g, ß den Winkelabstand zwischen a und 9 


darstellt, und entsprechend durch cosß 
1 . „> 
V* = - [8 cosado*, »(P) = Gin | (inß"-*a cosß 
F* 0 


das Volumen von F*, so werden der geometrischen Erwartung gemäß die beiden 
Größen D(r) + (1 + (— 1)")V, und 2(5) +V,+V%* je eine Überdeckung der vollen 


Hyperkugel in gewisser Vielfachkeit darstellen; sie sind invariant gegen Bewegung 
von a oder F und gegen topologische Deformation von F, sofern dabei niemals x oder 9 
mit a zusammenfallen, also x und ß niemals verschwinden. Dieselben Eigenschaften 
haben auch die Bildungen 

BP 0% ION GEN Vers 0 

(einajr 0 (= (sin Bj" 
. F 


(= — 


wo &, die Oberfläche der Einheitskugel des n-dimensionalen Raumes darstellt. C, 
und C* sind leicht als Abbildungsgrade zu erkennen und deshalb ganzzahlig, C% ist 
die curvatura integra von F, für n = 2 ist F eine Kurve auf der gewöhnlichen Kugel 
und dann CO, die Windungszahl von F um die Kugelachse (—a,a). Verf. zeigt dann, 


ED ++ Chan DE) HUH TE Fan 


unter der Voraussetzung, daß F ganz auf der Halbkugel um a liegt. Der Beweis er- 
folgt, indem F aus dem Hyperkugelmittelpunkt auf die Tangentenebene der Hyper- 
kugel in a projiziert und die Projektion ähnlich verkleinert wird. Bei der zuge- 
hörigen Änderung von F bleiben beide Glieder der Relationen ungeändert, und beim 
Grenzübergang läßt sich ihre Gleichheit feststellen. — Berücksichtigt man, daß sich D(t) 
auch mit Hilfe der Steinerschen Formel für die Parallelflächen darstellen läßt: 
£ Di) = M,9(t) + MP: (t) + A + M„-1Pn-1(8) 
mit t 
p,(t) = [eos tsin® =" -1tdt, De dee 
ö 
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wo die M, die mittleren Krümmungsintegrale von F darstellen, und setzt man 


= »(3) = - , so ergeben sich schließlich die Beziehungen 
ee 3 0kony4ı — Va für gerades n, 

ee ar F ER für ungerades n, 
— Pr für gerades n, 

ne ie nn (Ber — Vr für ungerades n. 


Für n=2 sind M, und M, im wesentlichen die Längen von F* und F. — Ent- 
sprechendes gilt im hyperbolischen Raum; liegt die Fläche F der Darstellung 
£(u ...%;,_ı) auf der Schale 2,41 > 1 des Hyperboleids +3 +- + —- mr =], 
die Polarfläche F* also auf der Schale z„,1<—1 und ist auf beiden das Linien- 
element erklärt durch d®=da?-+ ..: +da} — dz},,, so werden zweckmäßig 
Parallelflächen im Abstand it mit reellem ti herangezogen, um die Verbindung zwi- 
schen F und F* herzustellen. Das führt auf ganz entsprechende Formeln, diesmal 
ohne Einschränkung für jede Fläche F auf der ganzen Schale. Bol (Greifswald). 


Morse, Marston, and Gustav A. Hedlund: Manifolds without conjugate points. 
Trans. Amer. Math. Soc. 51, 362—386 (1942): 

Bekanntlich gibt es auf jeder geschlossenen Fläche vom Typ der Kugel oder der 
projektiven Ebene (Flächen positiver curvatura integra) zu jedem Punkte p auf einer 
passenden Geodätischen durch p einen konjugierten Punkt. Seit langem ist ferner 
bekannt, daß es für jeden anderen Typ geschlossene Flächen ohne ein Paar konjugierter 
Punkte gibt; z. B. die betreffenden Flächen konstanter Krümmung. Auf Grund dieser 
Tatsachen stellen Verff. die Frage, was man über geschlossene Flächen, besonders 
über den Verlauf ihrer Geodätischen, aussagen kann, wenn man voraussetzt, daß es 
auf ihnen keine konjugierten Punkte gibt. Diese Flächen verteilen sich auf zwei ver- 
schiedene Klassen, je nachdem. die curvatura integra Null oder negativ ist. Bei den 
Flächen der ersten Klasse (Typ des Torus oder Kleinschen Schlauches) zeigen Verff., 
daß die Geodätischen in ihrem Verlauf auf der universellen Überlagerungsfläche (der 
Euklidischen Ebene) viel Ähnlichkeit mit den Euklidischen Geraden haben. Unter 
der Zusatzvoraussetzung, daß es zu keiner Geodätischen Brennpunkte gibt, wird be- 
wiesen, daß die Gaußsche Krümmung notwendig identisch verschwindet. Auf den 
Flächen der zweiten Klasse gibt es, wie Verff. zeigen, stets transitive Geodätische. 
Dies war bisher nur unter schärferen Voraussetzungen als der Nichtexistenz konju- 
gierter Punkte bewiesen worden. Über die Metrik kann man bei dieser Klasse natürlich 
keine lokalen Aussagen machen. E. Hopf (Leipzig). 


Santalö, L. A.: Über gewisse Mannigfaltigkeiten mit dem Charakter der Abwiekel- 
barkeit im euklidischen vierdimensionalen Raum. Publ. Inst. Mat., Rosario 4, Nr, 
1—44 (1942) [Spanisch]. 

Hauptinhalt der Arbeit ist eine mittels vektorieller Methoden durchgeführte Be- 
handlung bekannter differentialgeometrischer Eigenschaften der abwickelbaren Mannig- 
faltigkeiten in einem euklidischen Z,. Die Arbeit wird durch zahlreiche Beispiele, die 
sich auf metrische ‚Spezialfälle beziehen, ergänzt. Verf. stellt die Bedingungen auf, 
denen eine Kurve im E, genügen muß, damit sie Leitkurve einer abwickelbaren Mannig- 
faltigkeit sei, deren Erzeugenden innerhalb des zu den Punkten der Leitkurve gehören- 
den begleitenden Vierkants eine feste Stellung haben, sowie die Bedingungen dafür, 
daß diese Mannigfaltigkeit ein Kegel oder ein Zylinder sei. Ferner werden Spezialfälle 
abwickelbarer Mannigfaltigkeiten betrachtet, die von 001 Ebenen, die eine Leitkurve 
treffen, gebildet werden, sowie die abwickelbaren Mannigfaltigkeiten, die von oo? Ge- 
raden erzeugt werden, die den Punkten einer Fläche zugeordnet sind. Bei diesen 
letzten Mannigfaltigkeiten werden die Sonderfälle, in denen die Erzeugenden Tan- 
genten oder Normalen der Fläche sind, weiter verfolgt. Die erhaltenen Ergebnisse 
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sind bekannt (vgl. auch für den übrigen Inhalt der Arbeit die vom Verf. beigefügte 
Bibliographie). Maxia (Roma). 


Differentialgeometrie besonderer Liescher Gruppen: 


Chern, Shiing-Shen: Sur les invariants de contact en g&eomätrie projective dilferen- 
tielle. Acta Pontif. Acad. Sci. 5, 123—140 (1941). 

Unter Benutzung der Cartanschen Methode des beweglichen Bezugssystems findet 
Verf. auf neuem Wege die bekannte Smith-Mehmkesche Berührungsinvariante zweier 
ebener Kurven wieder und entwickelt ihre geometrische Bedeutung. Die Übertragung 
auf zwei sich in k-ter Ordnung berührende Kurven des $,, führt zur Betrachtung von 
k — 1 Invarianten; im Falle k=n — 1 gibt es jedoch noch eine weitere Invariante, 
die Verf. als verallgemeinerte Smith-Mehmkesche Invariante bezeichnet, da sie sich 
für n = 2 auf diese reduziert. Auch die für n = 2 entwickelten geometrischen Deu- 
tungen als Grenzwert von Doppelverhältnissen lassen sich auf den Fall eines belie- 
bigen n erweitern. Im übrigen stehen diese Invarianten in einfacher algebraischer 
Beziehung zu den schon von B. Segre für k=n— 1 und von Buchin-S$u für 
k<n — 2angegebenen. Überdies beweist Verf. die Invarianz gegenüber Projektionen. 
Weiterhin behandelt er den Fall zweier sich in einem Punkt berührender Flächen 
des S,. Ist die Berührung von erster Ordnung, so findet Verf. zwei bekannte In- 
varlanten wieder, ist sie von zweiter Ordnung, so gelangt er zu zwei neuen Berührungs- 
invarianten, deren geometrische Deutung als Grenzwerte von Doppelverhältnissen er 


entwickelt. P. Buzano (Torino). 
Deeuyper, Marcel: Direetrices de Wilezynski. C. R. Acad. Sci., Paris 215, 315—317 
(1942). 


L’au. calcule les invariants 8,9 (Fubini-Öech) d’une surface z2= f(z,y) au 
moyen des trois premieres derivees de 2, profitant de ce que les courbes asymptotiques 
sont les courbes integrales de rda?+2sdxdy-+tdy?=0. Le calcul fait, l’au. s’en 
sert pour determiner les deux directrices de Wilczynski en employant les derivees 
de z jusqu’& l’ordre 4. Hlavaty (Prag). 

Bottema, O.: Über die projektive Differentialgeometrie der Regelflächen in Rı. 12. 
Versl. Nederl. Akad. Wetensch. 52, 146—151 u. dtsch. Zusammenfassung 151—152 
(1943) [Holländisch]. 

Die von R. Weitzenböck, teilweise zusammen mit W. J. Bos entwickelte pro- 
jektive Differentialgeometrie der Regelflächen des R, (vgl. dies. Zbl. 28, 165, 270; 
24, 78; 26, 152, 352; 27, 92, 257) wird auf den konkreten Fall einer Regelfläche 
vierter Ordnung angewandt, die als projektives Erzeugnis zweier Kegelschnitte k,, kg 
entsteht, wobei angenommen ist, daß von den Berührpunkten (A,, B,), (A,, B,) der 
gemeinsamen Tangentenebenen der Kegelschnitte zwei einander entsprechen, so daß 
ihre Verbindungsgerade A, A, Torsallinie der Regelfläche wird. Strubecker. 


Riemannsche Mannigfaltigkeiten. Übertragungen: 


Rosea, Radu: Sur les courbes et variet6s linsaires dans un espace de courbure con- 
stante. Bull. Sect. Sci. Acad. Roum. 24, 625—633 (1942). 

L’equation d’un cercle elliptique Ode centre a et de rayon r etant en coordonnees 
de Weierstrass 44%, +4,29 + 43%; = cosr, les nombres y; = Aa;, yy = AYy- lcosr, 
(i=1, 2,3) satisfont & l’equation 2) y?=4* sin?r. Orsir==0Oon peut poser A= (sinr)-! 
de sorte que y soit un point de l’espace elliptique Z, (de courbure €gale & l’unite). Si 
r—=0 (c’est-A-dire si Ü est un cerele-point) y est un point de la quadrique absolue 
de E,.— D’une manitre analogue ou peut faire correspyndre des spheres elliptiques 
ou bien des varietes reglees (complexes, congruences, etc.) elliptiques aux points ou 
bien aux varietes ponctuelles d’un espace elliptique, ce qui facilite leur &tude. 

Hlavaty (Prag). 
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Donder, Th. de: Mouvement d’un solide dans un espaee riemannien. 1. Bull. 
Acad. Roy. Belg., V.s. 28, 8&—16 (1942). 

Donder, Th. de: Mouvement d’un solide dans un espace riemannien. 2. Bull. 
Acad. Roy. Belg., V.s. 28, 60-66 (1942). 

En accord avec E. Cartan, l’A. definit le mouvement solide dans un espace 
riemannien & n dimensions, comme un mouvement dans lequel une ligne quelconque, 
tracee dans le corps, conserve, pour toute valeur 7 d’un „parametre cinematique“, 
sa longueur riemannienne. La premiere communication contient les conditions ne- 
cessaires et suffisantes pour qu’il existe un tel mouvement solide, un theoreme sur la 
solidit® des mouvements des varietes & 2,..., n dimensions prises dans le corps, et 
J’integration complete du mouvement dans le cas de l’espace euclidien & n dimensions. 
Dans la 2° communication l’A, &tudie le mouvement induit dans l’espace riemannien 
par un mouvement solide dans l’espace euclidien tangent et forme les relations entre 
les tenseurs cinematiques de ces deux mouvements. Des applications sont &noncees 
dans le cas d’un espace-temps gravifique. Dans ce cas le parametre cinematique 7 
doit ötre considere comme distinct de la variable temporelle t. Lichnerowiez. 

Varga, 0.: Zur Begründung der Minkowskischen Geometrie. Acta Sci. Math. 
Szeged 10, 149—163 (1943). 

Ein Finslerscher Raum mit der Grundfunktion L(dx) [also nicht mit L(x, dx)!] 
heißt ein Minkowskischer Raum und die x heißen seine Cartesischen Koordinaten. 
Setzt man 1 &12(&) 1 99;+(&) 


9ix(k) our Our = Orr = ERWERST E C; .gır 


so kann man für einen beliebigen Vektor V?— e’v* leicht die folgende Formel beweisen: 
dV=eD”® mt Dr=dvW+ Ada. 
[Dabei sind die e' die zu g;2(2) gehörigen „Maßvektoren“.] Um in den allgemeinen 


Koordinaten u(x) die Vektorübertragung von (u, 4) zu dem benachbarten (aber nicht 
notwendig parallelen) Elemente (w + du, % + du) analytisch zu beschreiben, bedient 
sich der Verf. der folgenden Schritte: Zuerst wird der Vektor von (u,%) nach dem 
benachbarten, parallelen Element (u + du, ü + d*uü) übertragen. Zweitens wird der 
so übertragene Vektor von dem Elemente (u+ du, u+d*u) zu dem Elemente 
(u +du, + dü) gleichen Zentrums verschoben. Auf diese Weise erhält man die 
Vektorübertragung mittels drei Arten von Übertragungsparametern beschrieben, welche 
formal so ausgedrückt sind, wie die entsprechenden Übertragungsparameter in dem 
allgemeinen Finslerschen Raume. Es läßt sich aber zeigen, daß das Verschwinden von 
zwei der zugehörigen Krümmungstensoren den Minkowskischen Raum unter den Finsler- 
schen gekennzeichnet, was schon Cartan (ohne Beweis) ausgesprochen hat. Hlavaty. 

Mira Fernandes, A. de: Pseudo-Extensoren. Portugaliae Math. 4, 41—51 (1943) 
[ Portugiesisch]. 

Verf. erläutert den Begriff und die hauptsächlichsten Eigenschaften der Exten- 
soren nach Craig (dies. Zbl. 11, 176), Synge (dies. Zbl.12, 88) und Kawaguchi 
(dies. Zbl. 23, 169), die für die Untersuchung der Linien- und Flächenelemente be- 
deutsam sind, und erweitert diesen Begriff durch Einführung der sogenannten Pseudo- 
Extensoren. Maxia (Roma). 


Allgemeine metrische Geometrie. Konvexe Gebilde. Integralgeometrie: 


Nöbeling, Georg: Über die Länge der Euklidischen Kontinuen. 2. Jber. Dtsch. Math. 
Vereinig. 52, Abt.1, 189-197 (1942). 

Verf. hat in einer vorherigen Arbeit (dies. Zbl. 27, 261) gezeigt, daß 13 verschiedene 
Längendefinitionen jedem euklidischen Kontinuum K dieselbe Zahl L(K) als Länge 
zuordnen. Es wird nun gezeigt, daß die Länge L(K) unter allen für euklidische Kon- 
tinua definierten Mengenfunktionen A(K) = 0 durch folgendes Axiomensystem gekenn- 
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un ist: 1. Wenn Red K,, so ist A(K) ESAT, ). 2. Wenn KK, =0 (#7) 
und Zr, CK, so ist ZUR )SA(K). 3. Für er Kontinua X und K’ ist 
A(K) = = A(K'). 4. Ist K = in Bo soist A(K) < limA (K,). 5. Für die Einheitsstrecke Z 


Nn>X n>X& 
ist A(E)=1. Ein zweites L(K) charakterisierendes Axiomensystem lautet wie folgt: 
la und 2a sind mit den für abzählbar unendlich viele Kontinua gültigen Axiomen 1 
und 2 identisch. An Stelle von 3 tritt 3a: Für jedes dehnungslose Bild X’ von K 
ist A(K’) <A(K). Axiom 4 fällt weg, und 5 bleibt unverändert. G. Alexits. 


Haupt, Otto: Bemerkungen über Konvexbogen. Mh. Math. Phys. 50, 339—8367 (1943). 

Cet article consiste en une mise au point de notions et de propositions auxiliaires 
intervenant dans une generalisation de theoremes de Böhmer et de Mohrmann 
(voir ref. suivante, et aussi ce Zbl. 27, 429) et relatives & la position mutuelle de deux 
arcs convexes ($1) et au comportement de suites convergentes d’arcs convexes ($ 2). 
Nous nous contentons ici d’extraire de chaque $ un lemme particulierement utile que 
nous formulons avec les definitions prealables necessaires. L’au. entend par arc® 
l’image topologique d’un segment de droite ferme borne, d’une demi-droite ou d’une 
droite entiere, l’image d’un point devant s’eloigner & l’infini lorsque ce point lui-m&me 
s’y eloigne, par arceM soit un arc® soit un cercle topologique. Un areM convexe est 
dit &-convexe ((<x=<n) si apres fixation d’une orientation arbitraire l’angle de 
deux quelconques de ses droites d’appui orientees est en valeur absolue < «a. Soient M 
et M* deux arcs convexes, J'un systöme de points en nombre fini de l’intersection MM*; 
TI est dit en position normale sur M et M* si, pour une orientation convenable 


deM et de M*, les points de ]' sont parcourus dans le m&me ordre; designons par Tr 
le plus petit arc ferme de M incluant J'; I’est dit systeme ininterrompu de points 
de sectionnement de M par M* (Schnittpunkte, cf. Haupt, Zur Theorie der Ord- 
nung reeller Kurven in der Ebene bezüglich vorgegebener Kurvenscharen [Mh. Math. 
Phys. 40, 1—53 (1933); ce Zbl. 7, 29]) si l’interieur de Tr n’admet comme points 
de MM* que des points d’appui (Stützpunkte, cf. Haupt, loc. cit.). Proposition: 
B etB” etantdeuxarcs7z-convexes dont aucun ne contientlesextremites 
de l’autre et tels que l’intersection B’B” contienne exactement n points 
de sectionnement S,,...,,(n>=4), ces 8, fournissent soit exactement un 
soit exactement deux systemes de (n — 1) points constituant un systeme 
ininterrompu et normal de points de sectionnement. Une suite M,,...,M, 
d’arcs convexes convergeant vers un arcM, est dite irregulierement convergente 
s’il existe un arcT, de M, non reduit & un point tel qu’une infinite de M,, soit M,, 
admette deux segments disjoints T,,T/ verifiant T, = imT/ = limT/; dans le cas 
eontraire la suiteestditeregulierementconvergente. Proposition: LalimiteM, 
d’une suiteirregulierement convergente d’arcsconvexesM, estun segment, 
une demi-droite ou une droite complete compt&s deux fois. Chr. Pauc. 


Haupt, Otto: Über Verallgemeinerungen des Böhmerschen und verwandter Oval- 
sätze. Abh. math. Semin. Hansische Univ. 15, 130—164 (1943). 

L’aut. dans des notes anterieures avait formule& et generalise les propositions de 
Böhmer, Mohrmann, Mukhopadhyaya relatives aux arcs et courbes fermees 
convexes (Über den Ovalsatz von Böhmer- -Mukhopadhyaya [Math. Ann. 118, 
629—635 (1943); ce Zbl. 27, 429]) et celle de Carleman relative ä la convexite para- 
bolique (Bemerkung über parabolisch konvexe und konkave Ovale [S8.-B. physik.-med. 
Soz. Erlangen 72, 216—222 (1941); ce Zbl. 26, 87]) dans le sens de la geometrie in- 
finitesimale directe. Dans cet article conformement & la tendance actuelle de ses 
recherches dans la theorie des ordres geometriques („geometrie finie“), il s’eleve & 
un point de vue purement topologique. Les propositions mentionnees mettent en jeu 
une courbe de base: arc convexe ou ovale, des caracteristiques d’ordre: coniques, un 
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nombre attach& & chaque caracteristique d’ordre: l’excentricite; Y’aut. ayant degage 
sous forme adequate les proprietes de ces notions qui interviennent dans les d&mons- 
trations correspondantes, les pose en definition dans le plan topologique; ıl s’agit 
de proprietes de continuite du systöme des coniques, de la possibilit@ de definition 
de celles-ei par un nambre impair de points et d’une certaine particularite de situation 
dans l’intersection de deux arcs M convexes (cf. Ref. prec.) dont l’un au moins est 
ferm& ou bien dont aucun n’admet de droites d’appui paralleles. Les demonstrations 
des propositions generalisees reposent sur un proc&de de contraction dont les idees 
essentielles ont &t& exposees dans une publication anterieure de l’aut. (Zur Theorie 
der Realitätsordnungen [Mh. Math. Phys. 40, 1—53 (1933); ce Zbl. 7, 29]). Paue. 

Fejes, Läszlö: Einige Extremaleigenschaiten des Kreisbogens bezüglich der An- 
näherung dureh Polygone. Acta Sci. Math. Szeged 10, 164—-173 (1943). 

K und L seien zwei ebene geschlossene konvexe Kurven; man kann dann drei 
Abstandsdefinitionen einführen: 1) die Streckenabweichung n(K, L) = kleinste Zahl d, 
so daß der kürzeste Abstand jedes Punktes von K nach L=diist; 2) die Inhaltsabwei- 
chung t(K, L) = Differenz der Inhalte der Vereinigungs- und Durchschnittsmenge 
der von K und L begrenzten Gebiete; 3) die Umfangsabweichung A(K, L) = Differenz 
der Randlängen der Vereinigungs- und Durchschnittsmenge der von K und L be- 
grenzten Gebiete. Diese Abstände genügen den üblichen Entfernungsaxiomen. Sucht 
man unter allen n-Ecken Z = P,„ das mit der kleinsten Abweichung n(K, P,„) auf, 
so erklärt man als Maß der Approximierbarkeit von K durch Polygonfolgen den Aus- 
druck n(K)=limn?.n(K, P„); entsprechend werden T(K) und A(K) erklärt; wachsen- 
dem n(K) entspricht schlechtere Approximierbarkeit. Ist z.B. K ein Vollkreis vom 
Radius r, so findet man (1) n(K) =4rn?, T(K) = 4r?n?, A(K) = 4rn®, während sich 
bei Beschränkung der P,„ auf ein- bzw. umbeschriebene Polygone die analog zu defi- 
nierenden Approximierbarkeitsmaße (2) 7.(K) = $rn?, T,(K) = $r?n®, ),(K) = $rn® 
bzw. (3) (K) =$rn?, t„(K) =&r?n®, A,(K) = 3rn? ergeben. Auch bei offenen, 
stetig gekrümmten konvexen Kurvenbögen lassen sich diese Maße definieren, indem 
man den Bogen, ebenso wie die annähernden Polygonzüge, durch die Verbindyngs- 
strecke der Endpunkte ergänzt. Nun beweist Verf. den Satz: Unter allen stetig ge- 
krümmten konvexen Kurvenbögen vorgegebener Länge L und Totalkrümmung w läßt 
sich der Kreisbogen®*bezüglich der Maße n,T, A am schlechtesten durch Streckenzug- 
folgen annähern; dasselbe gilt auch bei Beschränkung auf ein- bzw. umbeschriebene 
Streckenzüge. Zum Beweis: Für den angegebenen Kreisbogen erhält man die An- 
näherungsmaße aus (1), (2), (3), indem man 2x durch , r durch Lw-! ersetzt. Der 
Satz wird zunächst für Kurven bewiesen, die aus zwei (und später beliebig vielen) 
Kreisbögen bestehen; alsdann läßt sich der gegebene Bogen C auf Grund einfacher 
differentialgeometrischer Tatsachen durch Kreisbogenzüge B,„ derart annähern, daß 
limn?-n(C, B,) = limn?- (0, B,) = limn?.A(C, B,) = 0 ist. Harald Geppert. 

Fejes, L.: Über eine Extremaleigenschaft der Kegelschnittbogen. Mh. Math. Phys. 
50, 317-326 (1943). 

X sei eine ebene Eilinie, P, ein n-Eck, B%, bzw. PX ein K ein- bzw. umbeschriebenes 
n-Eck; die Inhaltsabweichung t(P,, ®) ist der Flächeninhalt der Menge der Punkte, 
die in genau einem der von 8 bzw. ®,„ begrenzten Gebiete liegen. Ist dann T der 
Flächeninhalt von $, so lassen sich nach einem früheren Ergebnis (dies Zbl 23, 171) 


: na : 2 n? 2 
Polygonfolgen finden, so daß (*) =(n, 2) 14T, TBi 9 35 Te TOBi, MT 
ist. Diese Abschätzungen sind miteinander äquivalent und nur im Falle fi = Ellipse 
nicht verbesserungsfähig. Diese Aussage gewinnt Verf. sogar allgemeiner für offene 


Konvexbogen AB; unter allen solchen im gegebenen Dreieck AOB verlaufenden Bogen, 
die mit AB den Flächeninhalt T einschließen, läßt sich der Kegelschnittbogen, der AO 
und BO in A bzw. B zu Tangenten hat, bezüglich der Inhaltsabweichung r am 
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schlechtesten durch Streckenzugfolgen annähern; wegen (*) ist es dabei gleichgültig, 
ob man sich auf beliebige, ein- oder umbeschriebene Streckenzüge bezieht. Der Beweis 
verwendet Gedanken einer demnächst erscheinenden Arbeit von D. Läzär, derzufolge 
sich jede $ für jedes n in einen aus einem umbeschriebenen Polygon mit Flächen- 
inhalt T,„ und einem einbeschriebenen Polygon vom Inhalt t„ bestehenden n-Eckring 


legen läßt, so daß —_ı sin?” wird. Schreibt man bei der obigen Aufgabe 7 


nicht vor, so ist der am schlechtesten approximierbare Kegelschnittbogen wiederum 


der Parabelbogen AB mit den Tangenten AO und BO. Als Korollar dieses Satzes ergibt 
sich, daß es zu jeder im Intervall (a, b) definierten Funktion (x), für die f”(x) > 0 
und stetig ist und „max | f(2)] =M gilt, eine Streckenzugfolge P,„(x) gibt so, daß 


b 
—— 2 
lim — f f(x) — Pu(x)|dx = M ist; die rechte Seite läßt sich nicht verkleinern. 
a i Harald Geppert (Berlin). 

Sz. Nagy, Gyula v.: Über konvexe Kurven und einschließende Kreisringe. Acta Sci. 
Math. Szeged 10, 174—184 (1943). 

Ü sei eine ebene geschlossene konvexe Kurve; derjenige eindeutig bestimmte, 
konzentrische Kreisring kleinster Breite, der C enthält, heißt Minimalkreisring (M.K.R.) 
‚ von Ü©. Hingegen heißt ein C enthaltender konzentrischer Kreisring von kleinstem 
Flächeninhalt ein kleinster Kreisring (kl. K.R.). Zu einer C können mehrere kl. K.R. 
gehören; C enthält dann eine Strecke s, deren Enden Eckpunkte von C sind, und die 
Mittelpunkte der kl. K.R. erfüllen eine Strecke, während ihre äußeren Kreise s zur 
gemeinsamen Sehne haben und die inneren Kreise diese im Mittelpunkt berühren. 
Hat CO nur einen kl. K.R., so ist er zugleich ihr M.K.R.; hat C aber mehrere kl. K.R., 
so ist derjenige unter ihnen, dessen innerer Kreisradius am größten ist, der M.K.R. 
Unter den kl. K.R. gibt es genau einen von minimaler Breite, dies ist der M.K.R. 
Sätze und Beweise sind leicht auf die eine Eifläche enthaltenden Kugelschalen aus- 
zudehnen. Harald Geppert (Berlin). 

Bol, 6.: Einfache Isoperimetriebeweise für Kreis und Kugel. Abh. math. Semin. 
Hansische Univ. 15, 27—36 (1943). 

Der Parallelbereich nach innen im Abstand a eines konvexen Körpers K wird als 
die Menge derjenigen inneren Punkte von K erklärt, deren kürzester Abstand vom 
Rand des Körpers =aist. Verf. gibt mit Hilfe dieses von ihm für das isoperimetrische 
Problem auf Flächen bereits mit Erfolg angewandten Begriffes (vgl. dies. Zbl. 26, 89) 
einen einfachen elementaren Beweis der isoperimetrischen Ungleichung für Polygone. 
Im Raum läßt sich die isoperimetrische Ungleichung 0?> 36V? für Eiflächen nach 
Minkowski auf die beiden anderen (1) M?>4n0, (2) 0?>= 3MV zurückführen, wo M 
das Integral der mittleren Krümmung bedeutet. Dabei ist für Polyeder M =3 1,9; 


® 
zu setzen, wobei /; die Länge einer Kante, @,; den Winkel der Außennormalen der 
in der Kante zusammenstoßenden Flächen bezeichnet und über alle Kanten summiert 
wird. Die Ungleichung (1) ist in der Minkowskischen Ungleichung für die gemischten 
Oberflächen (3) Of, > 0,,0,, enthalten, die sich auch ohne den Hauptsatz der Brunn- 
Minkowskischen Theorie einfach herleiten läßt. Um einen einfachen Beweis der iso- 
perimetrischen Ungleichung zu erhalten, ist daher ein solcher Beweis nur für (2) nötig. 
Verf. beweist nun folgende Verschärfung von (2) für konvexe Polyeder: Setzen wir 


M*= > Ltg%-, so gilt 0?=>3M*V, und das Gleichheitszeichen gilt nur für Polyeder, 


° 
die einer Kugel umbeschrieben sind. Der Beweis erfolgt auf elementarem Weg mit 
Hilfe von Parallelkörpern nach innen durch Heranziehung von (3). L. Fejes. 
Bol, 6.: Beweis einer Vermutung von H. Minkowski. Abh. math. Semin. Hansische 
Univ. 15, 37—56 (1943). 
Bezeichnen wir mit V,, und V,, die Inhalte der konvexen Körper K, und K,, 
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mit Y,, und V,, ihre gemischten Volumina, so bestehen zwischen diesen Größen be- 
kanntlich folgende Minkowskische Ungleichungen: V7,>V,1V>1; Vi VıaV22- 
Es handelt sich um die Minkowskische Vermutung, daß das Gleichheitszeichen in der 
ersten bzw. zweiten Ungleichung nur dann gilt, falls X, zu einem Kappenkörper 
von K, bzw. K, zu einem Kappenkörper von K, homothetisch ist. Diese bisher nur 
in Sonderfällen (vgl. die Angaben der Besprechung der Arbeit von Favard in dies. 
Zbl. 7, 318) bestätigte Vermutung wird durch Anwendung von Parallelkörpern nach 
innen allgemein bewiesen. Daraus folgt, daß in (2) des vorigen Referats das Gleich- 
heitszeichen nur im Falle eines Kappenkörpers der Kugel gilt. Verf. weist darauf hin, 
daß die angewandten Überlegungen sich auch auf den R, übertragen lassen. L. Fejes. 

Herglotz, G.: Über die Starrheit der Eiflächen. Abh. math. Semin. Hansische Univ. 
15, 127—129 (1943). 

F,,F, seien zwei isometrisch aufeinander bezogene geschlossene orientierbare 
Flächen, u, v die Parameter, K, H, Gaußsche bzw. mittlere Krümmung, 


y(du, dv) = Yeg — 2(A,dur+ 2u;dudv + v,dv?d), ı=1,2 
ihre zweiten Fundamentalformen, a, b, c die Normalenrichtungskosinus von F,, dann 
gilt die leicht zu beweisende Identität 


0) I! ie: Fan A Ya Hı (ax + by En c2)do, — [H,do, — [Hıdo,. 
F F 1 


N a Se 
Sind nun die F, Eiflächen, so folgt aus der (gegebenenfalls durch Spiegelung der einen 
Fläche zu erreichenden) definiten Positivität von y,(du, dv) und K > 0, daß die im 
Integranden von (1) stehende Determinante <O ist und =(O nur, wenn y, = %,, 
d.h. F, zu F, kongruent. Bei passender Wahl des Ursprungs ist ae +by+ cz <0, 
also die rechte Seite von (1) =O und (wegen der Vertauschbarkeit der beiden Flä- 
chen) =0, woraus 9,=%,, d.h. die Kongruenz von F,, F, (allenfalls nach Anwendung 
einer Spiegelung) folgt. Das Integral (1) wurde schon von W. Blaschke benutzt. 
Harald Geppert (Berlin). 


Topologie: 

Tietze, Heinrich: Bemerkungen über verknotete und verkettete Linien. 1. Über die 
speziellen Simony-Kneten und Simony-Ketten. S.-Ber. Bayer. Akad. Wiss. 1942, 
53—62 (H. 1/3). 

Für alternierende Torusknoten mit n Überkreuzungen werden die quadratischen 
Formen und die Minkowskischen Invarianten CO, derselben berechnet. Und zwar ist C, 
bei einem positiv verdrillten Knoten dann und nur dann gleich — 1, falls n = p*n,, 
& ungerade und — n, quadratischer Nichtrest mod » ist, bei negativ verdrillten, falls n, 
quadratischer Nichtrest mod » ist. Kurt Reidemeister (Marburg/L.). 

Newman, M. H. A.: On a string problem of Dirac. J. London Math. Soc. 17, 
173—177 (1942). 

Unter o, (?=1,2,...,n—1) mögen die Erzeugenden der Zopfgruppe von Artin, 
d.h. also Zöpfe, bei welchen je der i-te Faden den (+ 1)-ten Faden einmal überkreuzt 
verstanden werden. Es wird nun zu den Zopfdeformationen noch ein weiterer Ab- 
änderungsprozeß der Kurven hinzugefügt, welcher der Relation 

0105... p-1-1n-2...h =1 
entspricht, und gezeigt, daß alsdann (0,05... ,-1)?"= 1, dagegen (0,0,... -ı" #1 
ist. Die neue Relation bedeutet, daß ein Faden alle übrigen nacheinander einmal über- 
kreuzen und dann nacheinander unterkreuzen darf. K. Reidemeister. 

Franz, Wolfgang: Abbildungsklassen und Fixpunktklassen dreidimensionaler 
Linsenräume. J. reine angew. Math. 185, 65—77 (1943). 

Abbildungen von Linsenräumen gehören in die gleiche Abbildungsklasse, wenn 
sie den gleichen Abbildungsgrad c haben und denselben Homomorphismus zwischen 
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den Fundamentalgruppen bewirken. Infolgedessen lassen sich alle Abbildungsklassen 
aufstellen. Die Selbstabbildungen eines Linsenraumes, dessen Fundamentalgruppe die 
Ordnung m hat, sind durch zwei Zahlen x modm und c festgelegt, welche die Kon- 
gruenz c = x: modm erfüllen; & kennzeichnet den Automorphismus der Fundamental- 
gruppe. Eine solche Abbildung besitzt c — 1 Fixpunkte, die sich auf ö = (& — 1, m) 
Fixpunktklassen vom Index (c — 1)/ö verteilen. Die Beweise dieser Sätze, die bei unserer 
geringen Kenntnis von Abbildungs- und Fixpunktklassen einerseits und wegen ihrer 
Vollständigkeit im Fall der Linsenräume andererseits wichtig sind, beruhen haupt- 
sächlich auf der Konstruktion von Abbildungen von Überlagerungen, welche gegebene 
Abbildungen von Linsenräumen überlagem. K. Reidemeister (Marburg/L.). 

Noväk, Jos.: Induktion partiell stetiger Funktionen. Math. Ann. 118, 449—461 
(1942). 

Soit © un systeme non vide de fonctions reelles definies dans un espace 
P=0. On appelle induction de © la topologie dans P definie en prenant 
comme voisinages de chaque point aE P, tous les ens. de la forme W(a; f,e) = ens. 
des points zE€ P tels que |/(z) — f(a)| <e avec fEG, E>0. (es voisinages satis- 
font aux axiomes (4) et (C) de Hausdorff. On appelle Z-induction de © 
la topologie, plus faible que la prec&dente, definie dans P par l’intermediaire de 

‚la definition suivante de la convergence des suites de points: La suite infinie de 
“ points 2" (m =1,2,...) converge vers un point 2 si et seulement si, ou bien 2" —=2 
pour chaque m, ou bien z2P= 2% pour p=# get zest l’unique point tel que lim 1@*) =) 
pour chaque fE ©. — L’A. &tudie le cas oü P est le plan R, des deux variables r£elles x, 
et 2, et ou © est le systeme de toutes les fonctions r£elles f(z,, 2) partiellement 
continues [l’A. nomme ainsi, & la suite de H. Hahn (Reelle Funktionen, Leipzig, 
1932, p. 327; ce Zbl. 5, 389), les fonctions f(%,, %) continues par rapport & chacune 
des variables x, et 2, prises separement mais non necessairement par rapport & l’ens. 
de ces deux variables]. Soient alors w l’induction de © et u la Z-induction de ©. L’A. 
demontre entre autres que: Le plan R, muni de la topologie w est un espace com- 
pletement regulier mais qui n’est pas normal, et qui n’est möme normal en aucun 
point. Un tel exemple d’espace avait &t& obtenu anterieurement par l’A. (ce Zbl. 21, 
110). On peut definir la topologie u en prenant comme voisinages de chaque point 
(£,, %,) tous les ens. dont chacun est la reunion de deux segments de droite non nuls 
de centre (z,, %,) et respectivement paralleles aux axes de coordonnees x, et z,. La 
topologie u est appel&e topologie en croix (Kreuztopologie), elle ne verifie pas l’a- 
xiome M = M. — Soit uM la fermeture d’un ens. quelcongque Mc R, dans la topo- 
logie u; on pose u'M = M, u!M = uM, u?M = u(uw°-1M) pour tout ordinal isole £, 
et WM = w°M pour tout ordinal limite & =+ 0. L’A., repondant & une question 


posee en 1939 par E. Öech, d&montre que, pour tout ordinal E< w,, w, &tant le pre- 
mier ordinal ind&nombrable, il existe un ens. MC R, tel que v+!M=wWM + u’M 
pour tout © <£. Soit v la topologie dans R, oü la fermeture de chaque ens. MC R, 
est l’ens. u®:M. Le plan R, muni de la topologie v est un espace de Hausdorff qui 
n’est pas regulier. Les trois topologies u, v, w sont donc differentes. A. Appert. 


Angewandte Geometrie: 
Ansermet, A.: La solution dite num£rique du probleme fondamental de la photo- 
grammetrie. Schweiz. Z. Vermessungswes. 41, 169—173 (1943). 

Die Verwendung eines sechsten, überzähligen Paßpunktes bei der relativen Ortung 
eines Bildpaares führt zu der folgenden invarianten Beziehung zwischen den Parallaxen : 
2m, — 2m, - Pr, tm mM, tm, tWw=0, 
wo der Widerspruch w sich aus den restlichen Ortungsfehlern v,, v,,... v,; zusammen- 
setzt, die zu einer gewissen kleinen Verbiegung des Modells führen. Das rechnerische 
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Einpaßverfahren zeigt daher bei der Gewichtsberechnung, die nicht nach der Methode 
der kleinsten Quadrate erfolgt, sondern nur eine Verteilung der Widersprüche wie bei 
der optisch-mechanischen Ortung darstellt, gewisse invariante Zusammenhänge, die 
hier entwickelt werden. So ergeben sich 1. eine invariante Beziehung zwischen den 
Parametern n,n:n-+n’=}nn’, woraus im Falle a) (n = n’= 8): [vv] = 0,094 w? 
und im Falle b) (n = 12, n’= 6) : [vv] = 0,083 w? (Extremum) folgt, und 2. die Ge- 


wichtsinvariante 


N it. ne. ! 
a a a 
woraus im Falle a) 
Ela a a 
Dan ner 
im Falle b) ı 1 1 1 1 1 
en > — m ——— m — E 
iz 0,67; Pi De pe 0,92 (Extremum) 
6 : ; 
folgt, wobei im letzteren Falle >, = 5 = Anzahl der Unbekannten ist. Es wird 
schließlich gezeigt, daß man die extremen Gewichtswerte noch auf eine andere Weise 


erhalten kann. Feyer (Hannover). 
Reuss, Max: Die geodätisch wiehtigen Verzerrungen der projektiven Punktüber- 
tragung. München: Diss. 1939. 89 Bl. 


Frank, Max: Ein kartographisches Problem und seine Lösung. Z. Vermessungs- 
wes., Stuttg. 72, 89—91 (1943). 

Bei der Neuherstellung von Plänen und Karten muß oft auf Unterlagen zurückgegriffen 
werden, bei denen durch Schrumpfung oder Dehnung des Papiers Veränderungen im Sollmaß 
eingetreten sind. Ist der Karteneingang nach beiden Richtungen verschieden, so entsteht die 
Aufgabe, auf optischem Wege aus einem Rechteck mit den Seiten a und «— z ein Quadrat 
der Kantenlänge a — z herzustellen, wobei z gegen a sehr klein ist. Die Lösung erfolgt repro- 
duktionstechnisch dadurch, daß durch Verschiebung des Auszuges der Kamera, durch Neigen 
der Vorlage und durch Bildverschiebung nach oben oder unten zunächst als Zwischenbild ein 
Trapez mit der Höhe a und den Parallelseiten a und «— z hergestellt wird. Aus dieser Repro- 
duktion wird durch Umkehrung des Verfahrens das gewünschte Quadrat der Seitenlänge a— z 
gewonnen. U.@raf (Danzig). 

Finsterwalder, Sebastian: Die Änderung des Maßstabes in einem Dreiecksnetz. 
S.-B. Bayer. Akad. Wiss. 1942, 21—35 (H. 1/3). 

Im Falle der Notwendigkeit: a) einer Maßstabsänderung in einem Dreiecksnetz, 
dessen Ecken auf einer nicht in die Ebene abwickelbaren Bezugsfläche wie Kugel und 
Ellipsoid liegen, oder b) einer Anpassung des in den Abmessungen möglichst un- 
geänderten Dreiecksnetzes auf eine andere Bezugsfläche, wie z. B. beim Übergang vom 
Besselschen zum Internationalen Ellipsoid, wird ein Weg gezeigt, wie man die bei 
strenger Umrechnung notwendige Neuausgleichung des Netzes mit nachfolgender Neu- 
rechnung der Koordinaten ersparen kann. Beide Fragestellungen lassen sich bei einer 
gewissen Beschränkung des Netzumfanges auf eine „Fastähnlichkeits-Abbildung“ 
zurückführen, die entweder längentreu, flächentreu, winkeltreu oder „geodätisch‘“, 
d.h. geodätische Linien des Dreiecksnetzes wieder in geodätische Linien überführend, 
ist. Kennzeichnend für diese Abbildungen ist, daß das Abbildungsverhältnis von dem 
strengen Ähnlichkeitsverhältnis in allen Richtungen nur durch gewisse kleine Größen 
zweiter Ordnung verschieden ist. In einer Formeltafel werden die Ergebnisse für die 
Umrechnung eines Dreiecksnetzes auf den Maßstab 1-+% und den Krümmungs- 
radiusr(1 + k’) zusammengestellt. Sie ermöglichen einen bequemen und übersichtlichen 
Übergang von den alten zu den neuen Koordinaten ohne Umweg. Ein Zahlenbeispiel 
gibt Aufschluß über die zu erwartenden Zahlengrößen an der Grenze des zulässigen 
Anwendungsbereiches. Gewisse Folgerungen für die günstigste Bemessung des Um- 
fanges eines Dreiecksnetzes in betreff einer einheitlichen Ausgleichung beschließen die 


Untersuchung. Feyer (Hannover). 


